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Espacios vectoriales

Espacio vestorial

Grupo abetro (Vo)

s necesario que se trate del cuerpo conmutativo de los nimeros rea-
les, &; de modo general, un espacio vectorial puede ot mnstruldo sobre
cualquier cuerpo conmutativo K, y es il esta notacion + g Alos
elementos de < se los denomina vectores, y a los de K, escdmx

Consecuencia inmediata es que todo cuerpo conmutativo se puede conside-
rar espacio vectorial sobre i mismo.
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vectoriales

AXIONAS DE UN ESPACIO VECTORIAL REAL

B r€Y i ApER

1. Asociatividad
o+t =(oHi0)+r
Il Existencia de elemento neutro

oHe=tie=s. (0, +) es grupo
HIL Elementos opuestos sheliano
vH(-D)=(~0)+o-0
V. Conmutatividad
vhw=wto

v.

VL Producto externo
i, Rxw
v

Teoremas
iendo a y b escalares del cuerpo K, en *odo espacio vectorial se verifican

os siete siguientes teoremas bisicos.
[[1 a:0=0]2 0-2=0]3 Si a:+=0, entonces a=0 6 x=0]4 (— -
s an [7 )

Espacio vectorial producto

Sean U, y U; dos espacios vectoriales sobre ¢l mismo cuerpo conmuta-
tivo K. Entonces, en el conjunto producto <0, X<V, se definen las operaciones:

(01 10) +(02 10 =01+ 03 10+10,); Aty 10)=(he, Nocr)

YL Uy Y€ e YACK, proporiomando s gripo 0%y strctrs e -
pacio vectorial sobre K, llamado espacio vectorial producto %X Vs.
Lo que se acaba de indicar es generalizable a n espacios vectoriales.

Subespacios suplementarios

oy at..+ /o€ S, se lama suma directa,

La suma §:
¥ se simboliza

,95,0...95,

www.FreeLibros.me



Espacios vectoriales

si cada clemento a€ S se expresa de manera inica como sum: by
¥ en al caso lo sube les S, se dicen indepe

ientes.
subespacos vectoriles S 7 7, respeto de U, son el B,

105 vectoes vt
oo son

e ot ot

Sistema_generade ectorial U es una familia de
S0 e el s oo vetof S0 S S 3 pie
de ellos.

Si (@ forma un sistema generador del espacio vectorial %V, y éste
contiener vesiores bR > 1<

Bases. Dimen:

Se llama base de un espacio vectorial U a cualquier sistema generador
de U, que sea ademis libre. O, si se quiere:

Base de un espacio vectoril €5 todo conjunto de vectores del

cspacts que verican stag dos condicionser

1. Los vectores de la base son linealmente independientes.

2. Cualquier vector del espacio se puede poner como combinacién
lineal de los de dicho conjunto.

espacio vectorial de tipo finito posee al menos una base; y i tiene
i de o oo poseen el mismo nmero de e

i6n de un espacio vectorial es el nimero de vectores que
Sonitan sae ot e o

A veces, en lugar de dimension de U, se dice rango de V.
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Teorema del cambio
U espacio vectorial finito,

(@, @ ., a)={a); cs una base
(B by .oy bY=(b) €5 un sistema libre

Se pueden sustituir r vectores a por los by y la familia (b ... b, @i
a..) sigue siendo base.

Teorema de la dimension
SiS'y T son dos subespacios vectoriales de 9 =
= dim $+dim T=dim (S-+T)-+dim (SO 7)

el en coentn o [ imenle e demy do vites Ta del sub-
espacio vectorial que generan, supuesta

Sistema coordenado

Sea (a, @,

una base del espacio vectorial V.

El isomorfismo.
Vo K=KXKX..
s R (S AR R

se I (ema coordenado de U, definido por Ia base (a;.
A (N Ay -, ) 5¢ la denomina n-tupla coordenada de a; y al mimero X,
coordenada j-ésima
Cambio de base

Véase el problema L11.

Homomorfismo entre grupos

Considérense los grupos [4,+] y (8, 1].
Establezcamos una aplicacién { entre ambos grupos que satisfay
ied:

Ia siguiente

V€A, VBEA, si axb=c=>[@1[B)=fc)

foda aplicacién como a establecida se llama homomorfismo.
“Visuslicemos” este importante concepto mediante un diagrama de Venn:

§ S————————— . L S AR P IS
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e Espacios vectoriales

» o

Se establece el homomorfismo [A, +] —>
Se llama niicleo de f al conjunto A4, C AIVx€ A,

sea & el neutro de (B, 1].
)=c.

G —e (o]

[BEp=

En la bibliograffa es usual denotar al niicleo de un homomorfismo f por la
expresion “ker()"".

Aplicacién lineal

‘Aplicacién lineal=homomorfismo entre dos espacios vectoriales.
Entonces,

IR ST
K 3

Va, bEV; VAEK,

1° flas b)=} (-71/(5)4
20 fn

Homomorfismo: (0., o)1 (0, 1, #).
K K

= Tal notacién procede de que en alemdn y en inglés "nicleo” se traduce por Kern
¥ Kerne, respectivamente.
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Espacias vectoriales

Aplicacitn Denominacion
No inyectiva
bid il homomorfismo
Tngectiva | ... monomorfismo
Exhavstiva | .. epimorfismo.
Biyectiva. isomorfismo
Endomorfismo=homomorfismo < > V-
Automorfismo=isomorfismo U > V.

Denotarancs por: £, W=cookiato de s splcaconss lineales de

conjunto de endomorfismos de <.
amn conjunto de automorfismos de V.

Propiedades de las aplicaciones lineales

I(
Si S es subespacio vectorial de U, f(5) Io es de W.
7 es subespacio vectorial de W, {(7) lo es de V.
G es parte generatriz de U, f(G) lo es de f(0).
A es familia ligada en U, f(A) es ligada en W.
Si f(A) es sistema libre en W, A es familia libre en .
La aplicacién compuesta de dos aplicaciones lineales es aplicacion lineal.

Imagen de la aplicacion lineal, denotada I, es el conjunto de todos los
vectores de W, que son imigenes de vectores de

Rango de Ia aplicaci lincal /0 > es «n im I f=dim

Néckeo do n aplacén sl —ber {— o8 ol ncleo del homomorfiemo de
sus grupos abelia 2 confunto de clmentos de Y gue tien
Titon by o 1o 0 o 1o s, o sobapace vortotl 1)

(V).

Consecuencias

1) El conjunto de vectores de U que tienen la misma imagen f(a) que
uno a dado, es la clase [a]=/" |fia)| =a-+ker

2) f e monomorfismo <> kerf=10,1; esto es, dim U=dim (V).

3) f es epimorfismo <> r(: es decir, Im f=

pals Iiumnn‘imn = 1St o . © ol i 0
dim : erf=10,1.
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Problemas resuelios

Descomposicién canéuica
Sea f una aplicacién lineal entre los espacios vectoriales U y W. Se puede

[ ——
:‘ i Es decir:

e

donde:

clusién,

Teorema de isomorfia de espacios vectoriales
F50 W, se tiene: ()=dim V—dim ker .

Nora. En el siguiente tema 2, dedicado al cilculo matricil, s trata la ecuscion
de una aplicacién lineal, ya que 5 reduce 4 estudiar su matrz. de transformacida.

PROBLEMAS RESUELTOS

L. Sindbent i o o e shliic da e sities Wores d i o
) A3, cumple

Obsérvese In figura

ABex BCEd ACERHT

il clgen AB €)%, AC € A@+]), resultar que los tridngulos ABC y
son semejantes (més que semejantes, son homotéticos) de razén A, ¥ en

consecuencia, 5C € \j, ya que BC €.
Puesto que }AB’HIBL'!—]AC! resultard
@+ cad.

1.2, Compruébense los teoremas 5 y 7 del espacio vectorial.
Teorema 5. Me—y)HAy=M(x—)+]=\x+0)

www.FreeLibros.me



Expacios vecioriales ek mestersvtes e et 5 i

Teorsma 7. M-s)=M0-9)=)0-Ae=0-. )

=(0—Ax=
Dtmul:tnn- aue o gripo < v.xv. mms v, y 3y gon espacio vecs
ortits s spacio vects

«

B+ (@ b)=(ar+ay byt b) m
M, b)=(hay, Aby) o]

Como .y 0 son espcios vectorses == (G +) y (Vo +) son
shelianos Toego! bbb As, pues, bastard probar que
mplen a5 propledudes de ia Ty extem

15 M@, b+ (@, b)) =Nav-+as, bi+by), por 1.

A(ma.). Mb.+b.)]‘ por 121
(\athas Nb+\b), Vi y Vs son e

e Ao e A0y 1

(@ b)+Aas b, por (2]

Anélogamente, y por las mismas razon
2 A+ Wt il Aoy b
t 1b) =N, b)-+pa,
37 0w e l-.>=wua, Aub. l(u-u Hb)=Alan, B
47 Lla, b)=(l-a, 1-b)=(a, b).

14. Justifiquese que la suma S+T y la interseccin SO\ T de subespacios
vectoriales de uno dado %V, som, a su vez, subespacios vectoriales de V.

Suma

Sean x, yES+T=>

i atbi=yla €S y bET.
¥a que a-aES y bi-hET,

Me=Notb)=(o, b & V=empacio vectoral sobre Kj=hact N € S+T,
pues A€ S y Ab,E T, por la misma razon anteri

Interseccién

Seanx, y€ESNT e y estin simultineamente en S y e
s—y/x Y ST, oLy do i 5 3 o T, 7 anibie sos bioacin
vector
S ».ex S xESNT=xESy xET=>MES y €T =
=iESn

5. Se considera los siguientes spacios vectoraes sobre el cuerpo de los
niimeros reales, y los vectores que se indican en cada
e vectores. Jopes det panos w83 w3, =

L -1 y=@,

=0, ~1);
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- Problemas resucltos

d=2+3i.

mimeros complejos|; a=1+i; b=—5—" s-~ e=1-i
P()={polinomios en &, con N =(=7+x); r=1-z—;
Amilete Ta dependencia o independencia hmel, on cada caso, de los vec-
tores que se indican:

@, moyw BLxey caybi doeydi e payr

@ Formando la combinacién lineal

au+Bo+yo=al, 2+B(-2 —3)+¥0, ~)=0

se llega a
(a=26, 2a-38-7)
2y = Ademis de la solucién a=f=y=0, existen infiitas solu-

3
ciones, por cjemplo, para a=2 => f y también (4,2.2); (1, 33
ctttcr.Se concuge e 10 vectores e o 9 10 so linelmente dependicric
B AL -DHue.H=0.0 = § N 3 S
ca. En consecuencia = ¢ y son vectores lineaimente independientes en Uy
o) Se puede ver inmediatamente que los vectores a y b son linealmente

0 es solucién ini-

=0i)

&) A1-D+u+30
At es solucién tnica => los vectores ¢ y d son lineal-

=\

3
mente independientes.
Ll B y(l—x—)=0 =

=0
= Solucién tnica (0,0,0) = p, g y r son linealmente independientes.

16 Demustrese que: dim,R: y dimC=1, en las que los
rabliss ool oo cenattios ot o B o o consbrsin & or
pacio vectorial.

Tanto (R, +) como (C, +) son grupos abelianos.

9) La ley exterma KX - se convierte en el producto normal del rea-
omo el ).

les

pe

Si a€ R~ 10} €1, v entoncen, V2 €A, FAER=a yu que

A=x-a”. Por tanto, (a) es una base de un solo elemento => dim K=

) Andlogamente ocurre con los complejos:

Si 30, V€ C, 3'a € Cyfs=a-m, pues, al ser C, cuerpo, 35, €C =

=> dim.C:
€ En el espacio vectorial (C, +, ») se tendrian como bases:

—— (1,), en notacién de pares, 1=(1,0) ¢ i=(0, 1),
—— o cualquier par de nimeros il independientes en C, como
espacio vectorial sobre Ri es decir, que m/z G R.

Entonces se tiene, de modo iinico,

V:EC, s=armtarn wmER = dim,C

www.FreeLibros.me



Espacios vectorigles

L7. Sean s ek dou subespacos oectoridles e un expaco oustoral 048,
S estd generado =(, 0, L —1, 2 &=(, 1, —1), y T, por los
B0, b b lense: @S, dim T, dim (4, Gt 5V,

Nota. Todas las coordenadas de los vectores dados estén referidas a una misma base.

r las dimensiones equivale a averiguar cuintos elementos tienen una
B ol s
Supéngase a=Aatpa = (2,0, D=A(1, =1, 2+p(L 1, =1
Entonces, 2=A+a
0=—\+p

a,+a,. Luego a, depende

—u
e (o @) por 10 que st sitema genrador cumple la mismas funiones que

=2\,
Conlo que o sistema (o, n) s libre = s base =
re que A 1)+m 1 l) ©.0,0), cuya
ibre => es base =

podrigt syt

jim 7=2.
©) Un sistema generador de S+T es o By b Pers o i vty
que € Kia &), liego 1o eatrard a formar parte o
Patsto e como. esmbinscitn linel de 1 Heatia (ms bh B i bl
calcular

ZatIbtb

For consguente, tampoco, o cntrac a formar parte de I bate. En definitive
queds por ahors gt (v By B) & a generador de S+T. Ahora bien, 5t

ot By b, e dec
(1,1, ~D+B-(1,0, D+y-0,1,)=(0,0,0) = a=}

entonces (a, b, b) es sistema libre = es base => dim (S+
@) dim (SN T)=dim S+dim T—dim (S+7)=2+2—

18. Con los mismos establecimientos del problema anterior, dese una base
de ST,

Segin lo que precede, la base estard formada por un solo elemento no nulo.

Como (a @) es base de 5y (b m\ 0 ¢s de 7, un x €SN T serd tal que'x esté

simultineamente en § y en T &
x=ay(l, =1, 2+ adl, L, ~D=B(1, 0, )+40,1,1) = _¢,+ 8,
2 —cu=frtfr

ntonces A, B o, =
(e i i g Ay S vector
51,0 que e base.

Adviértase que este problema podia haberse hecho sin necesidad de haber
cacuindo on'el apartado c) del anterior e Cautada, segin se acaba

0
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Problemas resuelios

de tacer, 1 Gim(SNT)=1, la de S4T se hubiers deducido dl teorema de

la dim

rambién referida_al planteamiento del problema 17, contéstese. esta
cusstin: i x=(—1, 5,7, estd en S, en T o en ST Determinense s
coondenadas de x en una base del subespacio que proceda.
Desde lueo,

we Rl

e T, Se comre qus (15,7
<qnm1= = —5=

=5, 7)=A(=5,1,~4) = *€SNT

=1l 0, I+140 1, ;. pero esto
cual 50 s posible = x ¢ 7.

Py Ay zy ki e o s A
o Ty S e B o

L10. Refrdo al plnteanieno hecho en e probema 17, clilese un su-
plement
e b il dn i que din =2 Lamando 2 o un subespacio comple
o dedh 470, y 207

Y ademis, dimd3, sendo
0-2

star genérado por un solo vector, gue
10 esté contenido en T; por ejemplo, el (1,0,0), lo mismo que cualquier ele-
mento de S, que no sea de la direccion del (=5, 1, —4) € SN T. Asf, el a, el as
€l g, y muchisimos més,

LIL En el espacio vectorial Vs de los vectores libres del plano se consi-
i s D Bl DOy 5=10 2,1 D). it A Rl
nes de cambio de

Lo que se pretende cs hallar s componentes de los vectores (1,0) y (0, 1),
respecto de B

Gl Déak-1, helu-mduta) =
= " = @=1B w=—23

Andlogamene,
O.D=A(L D+p(-1)=B-pu2p+R) = ']’,f'&f‘ﬂ_
Las ecuaciones del cambio de base son:
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Espacios vectorales

112 ,’;r'""‘“"'"' las propiedades cuarta, séptima y octava de las aplica.
mmu i

€D = 3a,bE Tfx)=ay fix)=
Wt 6 Sl s

O+ ) =M+ )=

por definicién de f. Ade-

+AbE T, por ser T subespacio vectorial =>
= hetpy €[(T)

b) Supingase que A=(a,
Nt S hay =0, o aigin hmd.
Fes funt =100y como f s linal = (.4
@)+ in A £0 = I familia /@), - fla) e liga-
da, en conira de Ia hipotes

W, W y Z tres espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, y
considérense las aplicaciones lincales

no fuera familia libre. Entonces, si

VryEV y AEK,

@ (g:N =gl
=GN @H&-NO-
b) (g () M*I\]—tﬂl‘tﬂ MI(J)] A(g-D(x%
m y (4). lplmandn la definicién de gof.
@ de f.
(B} pm ll lmuhdad de g

L13. Justifiquese que es un isomorfismo la correspondencia
SXT——S®T=V/S,T son espacios suplementarios, respecto de V.

Lo [ s apicacibn, Al ser ST subespacios suplementaros de 0, Ia des-
composicién de un x €V es dnica: x=a+b/a€S y bET.

20 [ es biyectiva:

sxr—ssor

(@b)——>fla, by=x=a+b

Como o descomposicit ds #€9, s=atb @ dis = fla Bims tiene
luci +b.

: lex enamecismo:
fi(an, b)+(as, bo)] (@+a0) + (b +b)=
+b)-+Hat o b b,

1N bII=1 f(Aq.Ab.)—lq+Ah Mau+b)=(ay, b)

et bt

L4, Demuéstrese que el suplementario de un subespacio vectorial no es
dnico.
Pongamos por caso el espacio vectorial de los vectores libres del plano.
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Problemas propuestos

Todo vector libre, puede descomponer en suma de dos componentes,
segin direcciones distintas, por la regla del paralelogramo.
1) x=s+/sE€Sy 4ET

2) x=sthin€Sy MEH

: SNH=0

V=§+T=S+H, con HAT

LIS, _Sea [€ C(R), dado por (s, 5u 1) ——> (x4 26, bx, —2ntdxt2n,
=2 2a), Verifiques s [ € GUR) En coso contrrio, hdiense im{ y ker .
xEkerf, con x=(x, ¥ %) => f(x)

= +0): —1=0 = x=20;

¥ haciendo xi=h = ker [=(2 1, 0140; lusgo [
v dim ke 1. o oo, di I g o e =3
Para hallar Im f, desde luego se cumplird :

x+ 2t
yEImfly 2z,+éx.+21,
de donde
Y

5 | wrmmane

Por consiguiente, y=2y, Vi

PROBLEMAS PROPUESTOS

L16, En ol espacio vectorial de los polinomios en x con tes reales y grado
menor  igus aue 3, dicho s son & 5o lncalmene (ndependienes os vectors

Hoebl w3 2064,

117, Demutsrse aue en e epacio vestoral de los mimeros compicos sobr los
reales, los dos
-2y 342

forman una bse, y obténganse las componentes del veetor 5—i, respecto de la misma.

5. Si los vectores x,

1.1 3 5 forman un base de lovetores lbes n of expaci,
nilens s componcntes 4 base.

n dicha
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Espacios. vectoriales

119, En el espacio vecorial Lormado po todos los polinomicy de grado menox ©
cun e 3 con cocienves seles, oténgane o' componIES de Ve
1-2eke,

respecto de Ia base consttuida por los vectores
R

18, Ba o spuco veciora do los nimeros complfos sbre o cuero rea bt
yans s cxpresions que prmitn pasr de I buse 813 1a B 2 como  a Invers,
Siendo B,=(1+, 24i,2-1.

121 Dados los subespacios vectoriales S=((1,2,9, (3,2, DI, T=((1,0,1), 64,9},
hillense.

o Ding. dinT, din 5+ dim(sn7.

b) Encuéntrese una ba

2 U wplementano de ST,

Demuésirese que 1 condicin necesaria ¥ sulicient we dos vectores
0105 10 da 1 Torn s e 96 cpacio & o o veriiabe g1

123, en el espaci e los polinomios en x con coeficien-
tes reaes, de rado menor o isual e 2 ol 1 Lz 1ot forman uns
base, y encuéntrense las componentes, respecto de Ia misma, de los polinomios 1, x, 2.

ismo_espacio vectorial del ejercicio_anterior, e consideran 1os pol
e som e 13 2. Prodbes. aue todon los forman 1 csodts
Vectoral de dimensidn 3.

125, Demuéstrese que es homomorfismo la aplicacién

RS E— )

Lo 136, Se ol e 10 o connto o todn o vecors e, s aue
e que taes veciors forman un Y, b
T e dhmension 3, 3 obiéapse ana bae del

L27. En R se considera el conjunto de vectores (x,v,), definido asi:
S=(0.2) | Qroy+=0) y Ghy+z=0}

Demuéstrese que S s un subespacio de R, de dimension 1, y hllese una base del

¢l esaci vctoil de los polinamios en R. de wrado menor o isul e
1 ukmem s ecuaciones del cambio de base para pasar de la base (x,x+2) a la

fits

129,

Pomloctonios e g <3
ipolinomios de grado <2}

demutsrse aue 1 alcacién “dedvacon” s apliain linal i los cpacios vee-
vh

toriles

I
bt > ot dax b

Demutstese aue Yo € R-(0), I tres vetors de R, 0,0, 6.0.9) Y @
son Saimete imtepeniienes 7 728 posdes Tomar

"
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Problemas propuestos

1. 51 represenames por Cla b= unciones contnuas en (). demuistrse que
= lmqunon de Riemann es una aplicacion lineal cntre rale
Cla.bl y

T3

Clab)——> &

) ——> S ax

132, En un epuclo vctral culser ¥ sbe K, I fail (o, ) e e
£Como son los b, dados por b

Sea Cla, b)=(funciones con derivada primera continua en [a, b]l. Demués-
operacion "deivacién” es una aplicacién lineal entre los espacios vectoriales

b1y Cla, bl
L34, e conidern los siuintes subooaiuntos do 13 fupclones resls, con 1t cpe
racién suma y producto por escalares, definidas en la forma habitual:
AmUl=0, 8 £ <0 Byt s x> 01, Gl =)

Estidiense para ver i alcanzan o no estructura de espacio vectorial.

135, Demutsirese que ol confnio de plinomios de grado menor o igaal 8 dos e
un espacio vector

136, Demuéstrense las ocho propiedades de las splicaciones lineales.

L% S $E 0 o (g - e oo < Bl o e
' una base en Im [ y o

138. En el espacio vectorial &, averigese cuiles de los siguientes subconjuntos son
subespacios de &:

xi+xn 5 € %)
ki atiry
C=Honm x)/2+ =3}

139. En una cifrta base (a,as @) de un espacio vectorial Vi(R), €l vector x tiene
oms,coordenadas (1,2, Haiense as o de x en'la nueva base wi
1,2,3, dada por 20—

Pemuistrss que ol conjunt de tods s funiones cominuas n ol intevalo
ceride ey ] o an cace ves

AL Estidiese si los nimeros racionales con la adicidn y multiplicacién ordinarias
forman un espacio vectorial sobre .

Hillese o para que los vectores =(a, 1,1 1 a,; @=(1,1,a) formen

ami lgadn . dedinca o s e o

L6 En & w conidenn los mbeacios S=lovmm) 3 T=(bub). donts
: ©0,2,4,4); 5i=(1,0, —1,2); b:=@2,3,0, ). Determinen-
LA Gimensones 3 1 s g tos ubeoacin 5, . S Ty ST

on espacios vectoriales sobre ¢l mismo cuerpo K (conmutativo),
[V & Tl demmtoes qoe plcacén

vxw—2 s vxw

[ — )
es un automorfismo de VX W.

135, los meros complejos con la adicidn y muldplicacién ordinarias
formanun espacio vectorial real.
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Espacios vectoriales

146, Justifiquese si las funciones escalonadas forman espaclo vectorial.

M7 Demudsine: La suma S=S5i4 45, o direca <> inaldad ot
4ot a=0a€ S, implica ai=0,

148, Demudsirese que el nicleo de una aplicacién lineal V—1-» W, es subespacio
vectorial de V.

149, En la descomposicion canénica de una aplicacién lineal (véase pég. 7), pruc-
bese que | s isomorfisma v que p es epimorfismo,

s splcacionss linales e los sacos vestortls sabre o miso cerpo

150, Sean
coomtaive K e

vLow wtaz

o s| T € S 4 g
B Seee imectin=g o iaeciva
Suprayectiva => e suprayectiva.

1,

=2,

151, Dado o subontuno de 5,
32, =6, e o
e s o o ey 3 e o o s ca

).
£y il un bes, con s mismos o, del subespcio vestora que gncran
9 Eacoénrese aue x=(2,4,p) esté en la clausura fineal de (e, .

S0 W S B 0 st i el i, Prus
) (@) e base de W; b, S nmi L i o Wy
base; o), hillense las coordenadas de los i, respecto de los by,

133 Sea B LUV, dado por He=as; M e W)
base de VilR). Dem

T o o ey 2,
cango'de h y e rango del icleo.

Proébise que Ia aplicacién | (0} <> es inyectiva, (Sugerencia: toda
i e de ¥ e po masen v i e de Wy

donde (m, ana) es

¢, tampoco Jo es; 37, W=(h s e ) es nulo. Hillense el

135, Demutsucs que n culolr epaco real: o 1 0 o semprs vecor lpdo:
B £€V'y ot s sempr e e familis ligada = 3*m=hes col

136, Justifiquese que, en in espacio vectorial cuslquier, todas s bases tienen ¢l
mismo nimero de clementas.

157, Amlicese si es o no aplicacidn lineal la siguiente correspondencia:
R R, dada por fim=3s.
158, Estidiese i es 0 0o aplicacion linesl
Ry R, dada por (s 29— (e 22n Inban Zn-nd.
159, Demuéstrese que dim (VX W)=dim V-+dim W.

10 En R e considean s comunos =055, 35,02 €R) ¥ T=(b
1 € RJ. Dem
T e A
Hillese una base en cada uno de ells.
Dim (5+7)
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Matrices y determinantes

Espacio vectorial 4 Espacio vectorial
dimensién m dimensi
base

Aplicacién lineal

P
F— =A%

Gty bttt G

m

Cada posible aplicacin lineal 4 —» % queda determinada por el cuadro de
coeficentn de s . ecanclones csabicidns ¥ 52 lama matriz de dimen-

sién n:
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Matrices y determinantes

Las igualdades 1] que definen una aplicacién lineal en forma matricial se
riben

A la matriz A se la llama operador e la aplicacion lin
El elemento de una matriz que ocupa la fila i y la rbeenry j se simboliza ag,
¥ a la matriz, de forma genérica, A=(a,)-

La matriz cero es 0=

Suma y diferencia de matrices. SGlo si son equidimensionales

3 Fae
2) ave=|-1-1

4 P
10

242 -1+4)

Producto del escalar A € R, por la matriz A:

S “z(ﬁ g o A»?'—‘l))

La matez opuesa de la A= (J 77 ) esta -

Siendo J=matrices nxm y 1, \, p escalares de R,
1. Asociatividad
Matriz 0

(K, +) es grupo abeliano

Espacio vectorial
de

ERESY

Producto de matrices: Macu XM,

My

(o) Gan)-(rm s )

En general, AXB#BXA.
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Matrices y determinanies

Pars uns matis 4 de dimensidn n3<m bay una e ¥ i F tles que:

TEC -6 630696

Una matriz Aven €5 cuadrada si n
Una matriz cuadrada, A=(a,) es nmam. S ay=au Vi,ji; hemisimétrica,
si ay=—ay Vi,j; diagond, si a,=0, Vi
(€29
baf)t

B e de 1 et svndrnd A= (2 2) s f imro 41

a b
La mateiz raspussta de 1n A={< d) ol
el

(R
2 8 268
El determinante de la matriz cuadrada B: 3 0 7 es |B= |3 07

1
1 S (7x1x2)=88.

El menor complementario az del término as=2, del determinante

El adjunto Aq del término ds del anterior determinante es An=—au=
—40)= . (it par - Ay positivo
(~40=40 porque 243 s impar. En general, @ ) tmoar ' Ay negativo

Cilculo del valor de un determinante de orden >3: Se toma cuslquier fila
o columna y se hace [A|=Sa,: Ay

VAL 2 e i .
3 3 0 s|=Ix| 3 0 5/-0x|3 0 5[+3x|~1 2-3
HER 74 ] i

Propiedades de los determinantes
1) Ay A" matrices traspuestas = |AI=]AT.
2) Si'una linea de un determinante estd formada por ceros, ¢l determi-
nante ¢ mio.

3) Para multiplicar un determinante por un nimero A, se multiplica por
X s i de mo T
‘n bc | a b ¢
4 Suma de determinantes: |m n ,,‘,. =lmtx nty prz
234 2 3 4

ab e
gz
234

"
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Matrices y determinantes

5) Cambio entre sf de dos filas o dos columnas:

7) Sien el determinante |A] se sumluye st ot el b ol
combinacin lineal de sus paralelas, su valor

B En on determiante 14 Ia suma de 10 1 pmdm:m de los elementos de
una linea por los adjuntos de los elementos de una paralela a el es cero.

La matriz cundrada A es {105 S 4170

Lag
La matis e de o trepueta de la A (2 H x)
3609

6 sl-15 51 153l
suwa= (=55 15511 3]
Bel-1a el 123l

porque i

Se cumple que:

1Al 0 0
Axar=axa=(0 1A 0
0

100
010
0 Al 0

La matriz inversa de la matriz regular A es

1
LA
1Al
Sucede que:
AXAS=AXA;
Se cumple que:
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Problemas resuelios

PROBLEMAS RESUELTOS

201 101
21, Dadas las matrices A=|3 0 0) y B= (1 2 1|, hltese:
511 110
a) A+ByA-B.
b) AxByHXA
3 A dnmm o lm'pucrmd fe A.
A

9 ALy B imersas de A y B, resectoamente
0 Compruibese que (AXB)*

241 040 141 2-1 0-
ara=(31 033 0T1)= (3 2 1) ace=(301 07
5+1 141 1+0) |6 4 1 5-1 1

0 (312
3140:140:1 3:0+0-240-1 3+1+0.14+0-0)= {3 0 3
I+LI+L] 50412401 Sl+L1+10) \7 3 6
1240-341:5 1:040:0+1-1 1-140:0+1.1 2

BxA 1 2
1 1

(z TH0- 1411 20402411 2:1+0-1+1-

=(1:242:3+1:5 1:042:0+1-1 1-142:0+1
1:241:340:5 10+1-04+0-1 L-1+1.0+0-

235
001
01
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)

3
1 ( 32
2-n | o i
-1z 12
" 1 4) ( =" o) ( 2 i i

2. La aplicacién lineal { entre los espacios vectoriles Vs y Vs se define
por las ecuaciones

(—2hx
e
y la transformacién g, que aplica Vs en Vs es

Si [(3) sy
O iz ol e operador de la aplicacién g, producto de [ y g

d) Digase cudl es ¢().
(Grat)=(2)

a !—("' ‘ ()

7 es el vector 0, u

b g=

2
2 es el vector (s. 2, -3,5).

[N N 3 341
—exi=| 1-1 - 03 2

o wmexi=_fg)x (1 )= (~1 1 —1’

12 3

13- 6401 5

o 0372 oros2|_|[ 2

a9 ”“”(4 e ) ( ) —2+o—1)’ -3
330 640-1 5
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Problemas resuelios

23. Determinese la aplicacion lineal inversa de la f, cuyas ecuaciones son:

2

ot

La soucion se reduce  halla la matez invera del operadoe de [

201
A:(! 0 o), que, segin se caleul en ¢l apartado e) del problema 2.1, es.
51

0 130
11
(n—mn)

Entonces, las ecuaciones de la aplicacion inversa de Ia f son:

pe

24, Caleilese el determinante, aplicando las propiedades convenientes

1z 23
R
"—1zzs|
22 13

Escribiremos f, o ¢ para indicar la tercera fila o la seg\mda columna i
ciales en las transformaciones que se efectien; y f, icardn la tercera
fila 0 la segunda columna transformadas.

5 120203
ar f=hth 0 3 4 1|_ Desarrollando por
0 ¢ 4 8T s a

108—12-1924 24472+ 144= 72

25. Caleilese el determinante

2312
{14273
1A1=\4 6 3 -1

32402

51 mem, de oo clementos de c, es 12 Para comsgui 12 en tota sn co-
lumna ha de hacerse: fix4; f,X3; ,X2; fiX6.

Al multipicer una e 4w detemboate por un mimero, el determic

2z
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Matrices y determinantes

ante queda multiplicado por ese nimero. Para que no cambic su valor, se
multiplicard fuer, por 1 fator cormespondiente

1]

1
Tax3xax6 g

12

2 17 012 1

- 1 1016|_pp7. |10 1 8[_pp,

= 4250 [ {5 5 4 [T
1715 711 56

28. Demuéstrese la igualdad que se indica, sin necesidad de desarrollar
los determinantes:

24y gtz s ry = -
p+q qtr rip|=2-1p g r
atb b+c c+a @b c
R I e T R
poatr rip| 4 [q gbr rip
a btc cta b btc cta
=+ sax| |5y oz
rip|+|a v rip|=(p a r
cral b ¢ cial lab e
v = xy oz
P g r|+=D(D|p g r
abec [
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Problemas resueios

A
_ S ey
= s

1 1
0 -1 21 i
oty |6 ml o of _adintos
7 3 e e
0

0 0 -n 0
e kI

IR R
= ey

211, Sea la aplicacion lineel de los espacios vectoriales VR)—L— Ry
daa por

go1o-a1n

ato ay-,(u 1
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Matrices y determinntes

se pide:

de kerf.

que las bases inicidles en ambos espacios vectoriales fueran
las candnicas respectivas (us), hlese la matriz que define esa aplicacion lineal
& efectuar el cambio de buse, en_ ambos. espacios. vectoriales, dada. por

1 Consistird en hallar la matriz que la define. La ecuacién es y=Ax
com = matrices columnas, que e puede. poe

En tal caso, A" ser
i 4, 4.'

@01 DAtota, artey art)=
1000»A 21

(010294
(1100)-4"

De donde:

n matrices filas.

resulta que:

11y

bm-zd bitk2d, b.+u

[
leeeo

Tenemos H)=r(A)
-2

2 -1
10 0
011

Por tanto, ker/ es un subespacio de una dimensién.
Sea (xy %, %, )€ ker, entonces (z)+A'=(0 0 0), de donde:

im U, —dim ke f => dim ker f=4-3=1, ya que
16, luego r(A)=3.

T
n 4gxs0 = el

L (P
Fn— 7 %=0

¥ haciendo x,=), resulta que el nicleo es el conjunto de vectores de la forma
J T 2 o e a2 T neoion 3t vecor (L 12 2 g es b
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Problemas resuelos

e

S
s al_[1
S Wahanill £ i Y
kb ef \1
¥ en forma reducida:

(e)=P-(u)
con i=1,2, 3, 4, y P de orden 4X4.
En R) serd:

(@)=0-(w)
con j=1,2,3, y 0 de orden 3x3 del mismo tipo que P.
x o) @) Y=AX (primera base)
¥ )
Por o que:
andlogamente,
Do donde
cambio enadas.
Pucias en forha de matrices columna, serd:

()=P)
W=0")

Entonces ¥*=BX* proviene de la ¥=AX con dicho cambio, y en definitiva te-

e Cp=Ar

W= AP

con o que B=(Q')-A-P, luego:

x -1-2-32
1 0-1 0

u 12

\
'
1
!
!
sl
u

También se pudo hacer este apartado tercero de la siguiente forma
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Matrices y determinanies

@), Averiguamos las nuevas coonderadss de los vectores orginales ¢ imd-
genes) en sus respectivos cambios de base, quedéndor

onis Gy EAvan) ues: AwTicuns: ()

000 5(1 0 0 0 4 (1

a100>(0 1 0 0 -1 Dolid
b) El problema se reduce a calcular la mamx del homomorfismo /, de la
misma manera que en el apartado primero del ejercicio.

PROBLEMAS PROPUESTOS

10 2 1-1 0
202 Dadas as matrices A= [ 2 1 -1 ) y= (1 1
1-1 0 1

213, Siendo A y B las matrices del ejrcicio anterior caleilense AXB y BXA.

doterminense A+B y A-B.

214, Calcilense las matrices adjuntas A* y B de las que se vienen considerando.
215, Establézcanse las matrices inversas A~1 y B de las planteadas en 212,
ndo A y B las matrices de los cjercicios anteriores, compruébese que
(AxByt=Bix A%
el espacio vectorial V, un automorfismo f es tl que 0, )=(0.3) ¥ 2,2
(D il 2 manee aperdr e 1

218, La aplicacién lineal :V - V" tiene de ecusciones

¥a g:V' s V", esd definida por

B E V' y TR € VY, hillense:

@ 1,

b £,

) matiiz de Ia aplicacion producto de las [ y 5,
@

L
e I
HE

1

0

2

10 0

axar=asxa=iaix [0 1 0
0 0 1

220, Establéacase Ta aplicacion lineal inversa de 1a definida por:
+

nentn
e
m=nin

2 rm—————— EP—
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Problemas propuestos

221, Caleilese ¢l valor del determinane A=

222, Justfiquese que
=15

01 3
1 7
2 4 0
38 3

223, Desarrollese el determinante que se propone, dando su valor en forma factorial
11

b oc
@ B oo
B oo ow

anterior al desarrollo del determinante de Van-

225, Calcilese

226, Hallese el valor de

228, Hallese
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Matrices y determidtes  wsomontiwn . s

25, Caledlese

1
1
1
1

Hise o ow b
b @ B ow|
E D oBosow
Yoo oa ow|
DL Gl < (0 <1 <1 . -1
T

i

252, Desaredlese bte b e
@ cda e
@ b akp
235, Hillese ol valor de
a @ P
S5 o )
0o s o 0
[ o
o 0 0 x
234, Desarrdllense (1 11 1
a1 1
1 Ltn 1
[ R e

235, Justiiques, sin desarrollr, que la ecuacign propuesta tiene una solucién nula

s4a
x4b xbe 0

236, Demuéstrese que

xy x o ox B
X by ok
. =)
PR y
237, Hallese ¢l valor de 1-20
23
o
B et e ——
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Problemas propuestas

i
mpkz makn

238, Resuélvase Ia ecuscidn
X 2edl 2kl
241 31 4 =0
Sel 4 el
239, Justifiquese 1 igualdad que se express, sin desarrollar los determinanies
A ot PR
nonow

itz
men mbn ke
240, ustifiquese que cl determinante de orden n que se escribe tiene ¢l valor que

se indica

b
. fositquese que
). stauese a

Wweai=lal(a]
G or o ) o2 B a2

242 Dada la f:C'-»

), demuéstrese que [ € £(CY; b), hllese r(); o), calelese

243, Dade o el vectoral formado ot los ol de grado <2 de coty
cientes resls, hallense lss coordenadas de P=35'+ 2645, respecto a Ia base (143, x+,
=4,

264, Sean (a)] una base de vm.
s.=um..+..,+.,
i
=ity

¥ h un endomorfismo, al que
Hb)=bi;  hb)

Halles 1a matriz de k, respecto de 1a base (o, as .
2art

245, S s b e VA bt -
base (a}, 1a matrz del endomorfismo il

Hallse, respe
bbb m-y:h~h

Respecto a una base cand
andasespoc de 1 i (o sendo 21210, ~ 137 ar~(0.1 I mm(@, =1,y respecto

de Ia misma base candnica.
respecto a Ia base (ul}, hllense sus coordenads
i e s

2,1). Hillense sus coorde-

247, Dado el vector x=u

respecto de Ia base (o, siendo m=urtm; =

248, Demuéstrese que Ia aplicacién que se indica es somorfismo:
(:' :) - @aa a)
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Sistemas de ecuaciones lineales

Rango de la matriz A es el orden de la mayor submatriz cuadrada regular
de A. O sea, el orden da la més grande submatriz de A, cuyo determinante no
sea nulo. (Véase el problema 3.1)

Sistema de Cramer

Sistema de n ecuaciones lineales con n inc6gnitas, tales que el determinante
de la matriz de los coeficientes es distinto de cero.

Todo sistema de Cramer es compatible (tiene sol
lucién dnica)

) y determinado (so-

@y um
an%i+ oty

Al0

El sistema se puede escribir de modo matricial :

Gy G . da) [ a
o oan| (0] _[a
0 2 %) e
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Sistemas de ecuaciones lineales

ok

A=determinante de la matriz de los coeficientes A=|A|

A 5
2 feterminante que se obtiene al sustituir en A los coeficientes de
A x
por los términos independientes

Regla de Cramer

8.
a
(Véase el problema 3.4)
Sistemas de n ecuaciones con m incogaitas
Matriz orlada
Matriz del sistema con los términos independientes
Gu e G G
G G2 .. G G

Rango de A

Teorema de Rouché-Frobenius

r => Sistema_compatible determinado

=> sistema compatible (solucién tinica).

r=r'<m = Sistema compatible indeterminado
(nfinitas soluciones).

7oy = Sistema incompatible
(0o tiene soluciéa).
Sistemas homogéneos

@ty +audt i
Auti+aaxit ..+,
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Sistemas de ecuaciones lineales =~

Los sistemas homogéneos siempre admiten la solucién x,=
vada solocion rivct Para que sdmitan otrs solacion

m => Sistema compatible indeterminado

=
(Véase el problema 3.8)

PROBLEMAS RESUELTOS

s de dimensin 34, las mayores submatrices cuadradas son de di-
menson 35,y magunn €5 ugulzr porque sus determinantes son nulos:

23 6 | 2601 |31
*l —2 0 *17273 -1-3 0] -3-2 0
A1 - T T Y B T

Lo submat (2 _3). de dimension 2x2 s s posoe
2 3
-2
Por i, ol rngo de A s HAI=2

P

3.2 Determinese el rango de la matriz

13

32 5 1
a=[-1 1 0~
3-2 117
01 1-4

imiento cémodo para encontrar ¢l rango de una matriz es el que

n proced
se s,;..e ahora:

11 B el AR e, GO B o T o
ke e o Slas o s e A ok
2 13
32 05 1
-1 1 0-7)~
3-2 117
0 1 1-4

2, Se buscs ura submateiz de dimensidn 22, euyo determinante sen mlo.
Si o la_hay, r(A) /0 que se tratara de la matriz cero; si la hay, el rango
b A g s et iy
(2)
32
Se orla In subuatez obtenids con 1 ilss y columpas restanes hama
encontrar una 3x3 que sea regular. Si no la hay, MA)=2; si se encuentra,
TAYS 3, Y ast % prosigoe, seeesivameat

5 ———
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Problemas resueltos

En nuestro easo,
2

12 21 2

32 1l=3 2 1
-1 1-71 2w
El rango de la matriz propuesta es r(A):

33. Los vectores de V.,

B

. P
diganse cuintos son linealmente independientes.
El nimero de vectores independientes coincide con el rango de la matriz
2

13
32 5 1
a=[-1 1 0=
3-2 117
001 1-4

que, como se ha visto en el problema anterior, es HA)=2. Asi, pues, de esos
cinco vectores 5610 hay dos linealmente independientes.

34. Resuélvase el sistema
nt
3,

[4 3] 40 = nw=2
e HAYKA) = Sistema_incompatible.
13 4| #0 = rA)=3

247

No procede su_resolucién, puesto que no tiene soluciones.
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Sistemas de ecuaciones lineles  mamemmmmmeraes e s .
36. Discitase el sistema que se indica y resuélvase, si es posible:
=1
(rary
13002
11 11 T
L 2w e [} 3]0 arm2
HA)=r{A)=2<3 (=nimero de incognitas)

B Sistema _ Indeterminado
compatible

bl

3. Discitase y resuélvase el sistema
x+y

x+20=
A2+ 224 30=8

xhz=2
xhytzro=4
1
1
1
1
4

as cuatro fil

g
]
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Problemas resuelios

51 sitema propusto s xuivalente ol que reslta d suprinis Ia ccacitn
quinta. Asi, pues, por la regla de Cramer

00
1ol
11
02

38. Resuélvase el sistema homogéneo
fararal I

e el

= Sistema compatible indeterminado

El sistema dado es equivalente al que resulta de suprimir Ia tercera ecuacién
rty=—z

-

!

=—z2; y=—:2

a
Las infinitas soluciones del sistema en funcién del pardmetro ¢ son
* —t2; ==t

Par:
P ks = oAl

HAyr(4) => Sistema_incompatibe.
istema_compatible.determinado.
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Sistemas de ecuaciones lineales

3.10. Determinese k que hace compatible el sistema que sigue, y resucloase
en ese caso:

0 0 2-1 K
3 3 0-2 11
0 0116
¥ 2 2 1-4 &k
0 2-1 K
0 2-1
30 -2|#0 = rA) nA9=3 :.’3 972 =0 = k=0t
01l
2 14
(A)=r(AY:

= Sistema_compatible_determinado.
Dot regla e Coames sbre ol gstem equivalene al dado, ormado
por las tres primeras ecuaciones,

0 2-1

PROBLEMAS PROPUESTOS

341 Determinese ¢l rango de la matriz

01 14
3.2 11

11 07

32051

213 2

312, Los vectores 51=(,1,1,1), 9,

. 5=, ), =(1,0,0,1), engendran una va-
riedad lineal cuya dimension se pide. Sugerencia: el problema es equivalente a hallar el
ingo de 1a matriz formada por los componentes de los vectores dato.

515, Resudivanse, wsando 1a regla de Cramr, los sistemas:
ntn =) ezl
+ .] g }
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Problemas propuestos

305, Resudlvase el sistema
T2t

307, Resutivase o sistema homogénco

xus

’ +2:=0

3.18. Caleilese el valor de g, para que el sistema homogéneo que sigue admita otras
soluciones que la trivial (0,0,0)¢

319, Determinense los valores de a y b ue bacen compatible el sistema. Resudlvase:

320, Discdtase y resuélvase, en su caso, el sistema
e
I+ 91204 15
e

321, Discdtase y resulvase en los casos de compatbilidad el sistema
drty-2t

323, Dado e sistema

Bllnse los valores de k: 1, que bacen o sistema incompatbe; 2, que. bacen o
sistema. compatible indeterminado.
324, Dado el sistema
& Bntgen nm
Gk D)a
doterntase & pea s n slucie du s ssma 1o s 4o In sl

xi—r=2. Escribase Ia solucidn.
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Sistemas de ecuaciones lineales mmmm——em——ee——————

35, Discitase y resuélvase en los casos de compatibilidad e sistema

(e s Dyt
@ )x+k+ =)

3.6, Hllease los valores de A y i que hacen compatible el sistema
nt2n=r
Snn=h-u

4

327, Determinense las soluciones no triviales del sistema

-

in sistema_homogéneo . que r(A)=n1. Demués-
s aie un veior o mulo e componenes los Tiiios de uoa a1 matre 40
sistema es una solucion del sistems

325, Resudvase A-X=Y;

R
(x )G
332)°\Q

Luego billee a soucion de sstema A®X=Y.

530, Deméstee: 14,

KAV B HB)=F, AB=0] > r+7 <p.

331

Hillese la dimensién y las ecuaciones implicitas de Ia variedad lineal afin

2
332 Caledlese el valor de k que hace compatible el siguiente sistema

3
s
Stit ot 2amkn
333, Dado el sistema

—20tn=1
B 3n+ea=1
o

consigase otro equivalente con el menor mimero de incégnitas posibles.
334 Estidiese el sistema
nban=k
B4R o bn=2k
a1+ n=0
335. Resulvase

bt 2
Pt
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— i Problemas propuestos

336, Discitase el sistema y resuclvase en los casos que proceda:

337, Discusién y resolucion de
120—(a+2) 5-20=0
an2utn=0
nten-an=0
338 Determinense los valores de p y q que saisacen a identidad
=20+ =39 =0
339, Calcilese ¢l valor de K, que hace compatible el sistema que se propone. Luego,

resudlvase,
7

2ehu+
xoyek

xhzm1
Prpesse

tase y resuélvase, en los casos de compatlbilidad, el siguiente sistema:
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El plano

Plone ot reat
0

o
eyt
Sena et 00

Rect, ecuacién (porailismo
Sempianos)

‘Espacio vectoral orogonal
Bases: (7,0, ;mmmm
Sistema cosndsnado orog

Bases: (0.0,) oto-normadas.

i
Longitud de 721912 + VTT

plano sucidione

Coordenadas Recangulares crtesianas)

Oistancia: £ 7t ——e
()~

Al de do s € ueforman vec-
ores drecionles respecinos
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Plano affn real

B plano

Plano afin real ¢s el conjunto de elementos I, llamados puntos, dotados de
una operacién binaria externa

con domi
¥ que cumpl

®

nxv-E—n
(P.o)—> POv=0

de operadores el espacio vectorial de 10 vectores libres del plano,

Axioma 1. VPETI, Vo€V = 30 ENQ=POo

Axioma 2. VPETL Vo, wEV = (POD)D

de un vector, segin las afines de sus puntos extremos.

Coordenadas
Sistema de referencia: (0, w, w)

Recta

Sean P, Q€. Entonces, XEr <> PX=a-PQ (@€ R).
Si v s otro vector direccional de la recta => 3u € RPG=p-v, con lo que

XEr e P

‘o, con AER

Formas afines de la ecuacién de una recta

=P® (o+10)

e 1=p0> 7 ewa e 0

oepI e 10)

Vecorol 0F= 0P+ P X1.1)= (.16, 60 -Bu)

<

i | cundeca.
P
e,

E4
i

Posiciones relativas

Punto-recta

Pl ), re=Az+By+C=

PEr, si Ax+By+C=0
Ax,+By+C#0

ProsLcwAS D MATEUATICNS. +
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El plano.

Recta-recta

rom A By
Asx+ By +C
Vectores direccionales respectivos
A 4o
~BoA); m=(~BuA) a2 e
Coincidentes
AM)=1=r(M.)
Siscna compie nssmindo.
N Tt oo
[=}
Paralelas
Sitena tncompainle.
N e atucin.
Secantes

HMy=2=rM.)
Sistema_compatible determinado.
in

4B
Haz lineal de rectas

1) Paralelas: rifr, <> n=r+A(\E R).
2) Con punto comiin:

AM)=1 <> Rectas coincidentes.
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EL plano

Segmento
una nocién propia de estructura de plano o espacio sobre un cuerpo to-

talmente ordenado, ya que implica la existencia del concepto de intervalo.
egmento de extremos Py 0={P®A-POAE [0, 1]}.

Semiplanos.
e Ax+By+C=0. Los conjuntos que se indican, llamados regiones, son
semiplanos de borde
E=|P(x,y) € Az +By+C>0; E
ENE

Pz, ) € /Ax+By+C <0}

Es evidente que EUE'=

Cambio de coordenadas. (Véase el problema 4.11)

Producto escalar
Siendo V' un espacio vectorial sobre &, se llama producto escalar sobre V
a una forma bilineal :
Vxv—s&

9L ey

también llamada métrica.

1) Si x-y=y-x, Vx,yEV, f se denomina simétrica u ortogonal.
2) S, ademis, -xa, Vw0, | s¢ Nama regular, en cuyo caso,

AD=dim V <= kerf

Mientras nada se diga en contrario, trataremos ¢l producto escalar simé-
trico regular. En tal caso

Propiedades

. Conmutativa

() y Alx- )*p()‘y) 4

S e Lineal VAER Vays€EV
P AT A/ P,

La 2y 3 pueden sustituirse por: xlay-+Bs)=alz-y)+A(x-3).

Norma o longitud de un vector

[ef=+VEx = xx

Vectores ortogonales

x ¢ y son ortogonales si
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El plano

Vectores ortonormados
Reciben este nombre los ortogonales cuya norma es 1. Es decir.
xy=0 A |zl=lyl=1
Angulo de dos vectores no nulos

Es el escalar a€ [0, wljcos

Vectores libres del plano
75
xey=|x|-lyl-cos (5 3)

Consecuencias

N
1. %y ortonormales <> (5, y)=

N <2 a=0 A y=—Nx <> a=m.

3. La proyeccin ortogonal de y sobre  es (il-cos @) <
4. |x—y|=|xl+lyf'~2:|x| :|y|-cos @ (teorema del coseno).
5. Si x=(x, %), en una base ortonormada (w, u) = K=t} L=E

Expresion andlitica
Sean

ju ), en la base (u, w) de ViR).
n u\-)
) eon

(xr, 3, ¥

wru(%) 1 v

Entonces: x-

Coordenadas

En la figura se representan las coordenadas contravariantes y covarian-
tes de un punto Q cualquiera, en el caso habitual de que los vectores de la
base, @ y @, tengan médulo unidad.
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El plano.
Plano euclidiano
Plano encidiano es un plano afn sl cuyo espaci vectoril s euclidano.

consiguiente, mantiene todas Ias propiedades del plano alin real, afadin-
dnle el concepto de distancia, deducido del producto escalar entre vectores del
plan

Epreiones anaitica del producto escalar
wym@ (% Y= m (%
e e
Joag] 5 152

Jo 1
Matriz. ﬁmdam:nlzl U (véasepro-  Matriz fundamental :
ducto escalar).

. @
£, ko

Distancia entre dos puntos P y 0

0, Q=)= +1/70-76
170r=G-nap- (475) 70

n—p)F+Ha—p)

Angalo de dos rectas

; vector direccional
; vector direccional v,=f

n=Ax+By+C;
A+ By+Cy

o
Toul o]

En contravariantes, segin (1];

en covariantes, segin [2].

Tomando los vectores normales :

cos -

ey

I Jre]

En contravariantes, segin [2);
en covariantes, segin [1].
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B plano

Recta perpendicular a otra, pasando por un punto dado

Plpu pa);
(4,B)1

=(—B, A)

= = = (A, B0
=P _ y—p

Si m es pendiente de r, también :

1
yp=— o Gp)

smBx—Ay+\:
o e o 36, bt “pes

Distancia de un punto P a una recta r (P 1)

TR ———

Si la ecuacion de la recta viene
i Ap+BpiAC

covariantes VATE

covariantes

cont

dada en

n=(4,5) viene dado en §

Distancia entre dos rectas paralelas

Para su cdleulo, basta escoger un punto cualquiera (y c6modo) de una de
ellas, para estar en el caso anterior.

Ecuacién normal de la recta

Siendo 0 el origen del sistema de referencia, PE r y n=(A, B) L7,

+(OX—0P)=0

n

Inl

leraciones anteriores. x-cos a+y-sen a=d
@=distancia al origen.

Area de un trifngulo ABC
1

Area=—-10-ACho L AB y ho|=|AB|

(Véase el problema 427

“ e r——— -
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PROBLEMAS RESUELTOS

41 Siendo 5, y vectores no mulos prudbese:
Aebuy=0 =

cin de xw=direccion de y.
Supongase 0 => py=—Ax; luego: y-

A
ax = direccién
potesis, de donde u=0. Sustituyendo, Ax=0 =

ireccion y, contra la hi-
Bt bariceniro de un triéngalo dista de cada virtice dos tecios de la
longitud de mediana respectiva. N

Segin figura, se tiene:

EG+GD=ED

BA (paralela media)
BG+GA=BA

‘ 0
Como los puntos A, G y E estin alineados => E(
también = GD=-5G.

«GA; ylos B,GyD,

Sustituyendo arriba,

2Aa-GA+p-BG)=BA

=221 = @a-1-GA+@p-1)-Bé=0
GA+BG=BA

0, por lo que

yal ser GA y BG de distintas direcciones => (problema 4.1) que 2a—1=
y 26—

=P Entonces,

EA=EG+GA=a-GA+GA=(a+1)-GA=3GA = GA

43. Justifiquese que dos puntos distintos determinan una sola recta.
Se P QU : Entoessitgled axona1, X=Q)ey VACTL
Luego: P=Q0®Aw = Q=P&(—

o).
Sustituyendo:

X={P®(~Ao)l+Ao =

@ (~\+N v=Pdav
(1) Por el axioma 2.
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B plano

44 Dodas tes ectas diintas concumrenies en el punto P, y daos los Lo
don ABIAT, ACIAC, de dos tidgulos ABC'y ABC, demubstrese que

Por el axioma 1:

Recta CB={C®A-CB|=|CONb-0)].

i
Entonces, si AC'=PC—PA —By-c—(a—)
Y como ¢ y a son mdrpcnmmlu (recnérdm e ymbkml 41) = o

—PA', con lo cusl,

-AC=a-e—a

Segin la figura, AC=c—a; y, por dato, AC/JAC':

C 0 pe(PB—PCY =

5
C @ pen-b—
®u-n(b-o), con pRER
= recta CB/frecta C'B', pues las define el mismo vector b-e.

45. Dados P2, ~3), 06,1), R(~2,—4), en un plano fin rea, se pide:

) Coondenadas del punto S, para que RS sea equipolente a PO,
v Coondenadas de T, para que Fi=—y-F0.

ivide el M(5,0) al segmento PG?

©) ¢En qué razon

@) RSE|PO| <> 42, y+H= 63149 = S0,
b L4 con T@y) = 16, -2

©) Lo primero ha de averiguarse si M€ PQ:

Segin la figura, ME PO <> IAERAE (0,1], PM
Entonces, (5-2,04+3)=A+(4, ) <> A=

Se ha comprobado_que M€ PG, y, ademds, queda caleulada la razén en
e o e 5 S

B
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—— e ——
Do Lo puntos F2.3) 00,8 hllese la ecuacion de la recta que
de[m:n en todas sus formas
El PO= 1,3) serd uno de los vectores direccionales de la rec-
iy it 20r gl e ‘pante F core st 10 Tene
General: 3x—y~1=0.
Explicita: y=3x—1.

x
Candrica: 75~

-1

Not. Una forma muy préctica de calcular la ecuacin de una recta que
vasa por dos puntos dados es I siguente: o desarolo de la forma continua

y
IP-P:
@

coincide con el desarrollo del determinante

1xy
En nuestro caso, |1 2 5
138

47. Dados los puntos A4.3), B2,0) y C(10,0), se pide:
a) Verifiquese que no estin dlineados.

b) Ecuacion de la recta que, pasmdo por C, es peralela a la determinada
por Ay

) Tomando los puntos dados como vértices de un paralelogramo, hallar las
coondenadas del cuarto vértice.
-4 _y-5
e

@ Recta

CEr.,
by Serd de la forma Sx—2y—
tenga al punto C => 51020 e
5x-2450:

. S ademi s le obiiga » que con-
- La ec :

n pedida es

o) Las tres posibles solucones son los puntas P, 0, Ri y por I constrc:
citn del parelograme - B ¢ punto medi de PO; C1o ¢s de PR, 3 A do OR.
r consiguiente :
tun) .
akx
e o)
s r;
5,
Firon)

luego: x+x,= X+ ot
Aot i e el
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El plano.

Los puntos son: P(8, —5); O( (12, -5).

También pudo bacerse de I siguente forma, por ejemlo, para hallar
ecta, pasando por A y paralela a BC: 7.

Recta, pasando por B 3 paralela & AC: 7o

,;_sHsy, 10=0 | @=nNr=(-4,5)

Andlogamente, para P y R.

u. Sean las rectas mmx—2y—3=0; n=dr+y—4
Se pide:

a) Valor de A, para que las tres rectas pasen por el mismo punto.
b) Valor de X, para que rjr.
O Suponiends Hir, Sgué purto es of (VP

52 O = Y7, ~507). Este punto ha de staren r, => %4—)\4 (
B) Vectores dircccionales respectivos son: s=(~1,3); n=(~) 4; y para
que "l los dos_vectres rin taes que ey Rl R o

~13)=a(-A, ) A; 3= 7.
S S BN p A A Tuegos o A1A=p
Serd: P=(ix-+y—4=0) N (4z—By—7=0), que da: r(

49. Estidiese la posicion relativa de las tres rectas del problema anterior:

= x— 1-2-3
n=3et y— m=(3 1-3
nmdrbdy— a7
11-2 -
Como [3 1 -4 —5(+1), ocurre que:
4 -

dstinton Aarmando
2 r(M)-z 'V se observa que nmlintLing fuego s tata 4o

tres rectas que pasan por un mismo punto: r, N

epreséntese grdficamente la region del plano limitado_por los semi-
plaos 1) Sersy s 6 x+iy>4; () drrdy<12; (4 x<3; () y=2.
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e e Problemas resuelios

Tomando of sstema de eferenca de 1 fure, (0, uy ), s¢ cepresnten
los bondes de los semiplanos, y luego se verifica, por cjemplo, dénde se en-
ok ubyes it iy

411 Dados P(7,2), r=3x+5x,—16=0, en el sistema de referencia (0, w, w),
hdllense las coordenadas de P y la ecuacion de r, en el nuevo sistema de refe-
rencia, (0, v, v, dado por O0'=2u+2us; o= Su+3us; vy=us

(=05 a)(2)-+(2)

=% 1)

=autau=(2 2 (:)

En nuestro caso:

050, 1620
OP=00'+0P; (x.x) ( u.) 7\%":7( ) +Lm,y.)( )
Sustarnto o () 4o s, rnd e cunts e B i

denadas de un vector en una base son inicas, queda :
()=, @)+ WA 6 G p)=(—a,x-a) A™

Entonces:

-13) = P(-1,3)

1(-13 e
a-22-24( 73 3)=w0( ) )=
Se sustituyen ahora x, x; de la recta por sus transformadas; es decir:

=@t (7] )) =St Ity

(087

@

3451620 = rmd(=5y 2450y +u+2)-16=0 = rep=0

S — i e 53
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E plano.

M2, Demustrese que el producto escalar defndo etre los vectores i
bres del plan

%52 j]-cos (%, i)
verifica la propiedad 3 del producto escalar general, #(+

En efecto,

-1AC

G+ D=I2 742 cos 43 [€1GAB1+15E

4.13. Dado el espacio vectorial de los polinomios de coeficientes reales de
grado <2, se define

Peyxow > &
@0 — [ perawas

Se pid
9l que [ e un produty s
Caleese su ecuacién y verifiquese que con dicho producto escalar ¢l
cepaio vectoni Gads puh'a b i opac el encima:
@ pra=g-p. es obvio, ya que ple)-qle)=gle)-p(z).
PO+ [ o) DateHpr de= [ st [ ety de=
=g ulper)
[ pernierax= [ om0, si pero
[oserof a
B), s clar 1o iz que Io dfne,por medio e s poductos
escalares de los clementos de 13 base: (1,% 3= v a.

2 278) e, e
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4 Problemas resueltos
Llamando A=(ay, serd:

gy

a J:,ﬂudﬁ [ e

1
FrT)
@ 12 13
Con ello, p-g=(pupsp) A @ =@ pap) 2 1B m)
13 1A 5

Como A es simérica (primer punto del apartado anterior), el producto escalar
es simétrico. Ademds, dim V-3 r(A) = Espacio vectorial cuclidiano.

414, Dado un vector a0, cualquier vector x admite una descomposicién
dnica

Prusbese.

aha+y):
gin la direccién del a.

Reciprocamente, y=x—Aa

At e e denomina componente de
Adcmjs. si

ot
per oaaguten 1 sama propuests es directa.

en direcci6n ortogonal del
+ o anterior, 3 de y=

15, Una famiiz ortogonal de un espacl vectoral eucidiano, cuyos vec-
tores son todos no nulos, es libre. Pruébes

Sea (x, xu

x,) tal familia; y supongase que
At Atk A5 =0
Multiplicando escalarmente esta igualdad por €l vector xu
M)+t Mz + o A 2)=0
Como son ortogonales entre s, 55,0, Vik, entonces, A

Pero
= ‘Andlogamente ocurriria_con otro vector %, por lo que:
Mo s P = (o F e 3y) s libre.

416. Con el mismo enunciado del problema 4.3, calciilese:

) El producto escalar de py=1+x+3* y pi=1—2x+¥', y sus normas res-
pectivas.
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El plano ——

b) Dediizcase una base ortonormal.
9 pEltete=LD ),
TESED) ) en e quma

n-n=u,l.l)(\/z 13 I/4)( ) =9/20
iB oA s

.n,m(;):mm i
h
0o ~
o=, -2 1A (4):? = Ipi=1V3
:

= o

b) Serd una (b, bu by biobs

Ortogonalidad
Supongamos by=1; entonces, bi=ab-+ a:=x-+aby/b:b=0. (Véase proble-
4.14)

1,0,0); bi=(e1,0) = bib=(1.0,0)-A- (‘1) ) =a+1/2=0

Luego a==—1/2, y entonces, by=x—1/2

Aplicando de nuevo el problema 4.14,

A=
Biebi=(1,0,01 A+
1

brrby

~1/2,1,0)- A~(

,v‘)

por st tmstsr b (1,

Segin lo desarrollado en el problema 4.15, al ser tres vectores libres, for-
man base.
Normalizacion

Ha de conseguirse que (/=]

. Para ello, basta multiplicar a cada
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e i e s Problemas resueltos

uno de los vectores b, por el inverso de su médulo, es decir, por el inverso de
1b)=+Vbyb,.

1
biebi=(1,0,0)-A- (n)

-1z
i b =(=1/2,1,00- A ( h

1 1 1 .
b= (5, -1.1) {_;) Ty = b=t = b=

V3(2e—1); V(68 62+ D).

En definitiva, (b by bs) ortonormads

417, Iumrquexe ln desigualdad de Schwarz: En un espacio vectorial eucli-
diano V(R) s s fxey < al-lyl, Yoy EV.

@) Si x=06 y:

) Sea xw0. Segin el problema 4.14,

) es inmediato.

Entonces,

Fy=y=e+2)- (et a)=Ne 42
Lucgo, #=(x-y) 432> (x-y) = la tesis.

418, Demuéstrese que las diagonales de un rombo son cmgmn,

Segiin la figura, se tiene:
DB=b+a A ¢
AC-DB=(b-a)-(b+a)=b'-F=0 ‘

1

409, !l espacio vectorial ortogonal de los vectores libres del plmm se
W i ol =23 =53 1 =13 rad, y los vetores 5=t~
€ y=3u+2u;. Hillese

oy
h) lal e [yl

<) Angulo que forman x e y.

d) Coordenadas covariantes de x e y, respecto de la misma base.

Antes e nada, se deduce la ccuacién que define et producto escalar:

=

= u=2-5cos 5
v
v
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El plano

@ xy=a. -0 (4 2) (3) = tamango a= (1 )

it]

B =

1, 1A ( _:):xs =

yy=0,2-A: (i):m = lyj=VI%6=14

o osa=—=L o M oo
al-lyl Vl9 H 14
@ @x)=(, 1)
=0,

5 S0

), del vector x
25,6, el vestor 3

Sea (u, w) una base ortonormal del espacio vectorial V(R). Demués-

4.20.
trese que v=

N2+ i+ ) ¥ 0= 1/N2+(~us+ws), forman base ortonormal.
iz o o .
3 5 (@ 3 (-1+D=0

1 1
()Gl =5 (=5 (1+D=1

1
[t ) (—wt )= (E+8)=1

era igualad, al ser no nulos, forman base ortogonal, segin el
¥, por las dos dltimas, estin normalizados.

Por la p
problema 4.15;

, en el sistema de

421, Dadas las rectas ry=x'—x'—1=0 y rymx'+2¢—

referencia (0, w)|=2Jui =3, =25 rad, se pide:

a) Distancia entre los puntos P=r,Mr, y Q= '=0).
b) Ecuaciin de la recta perpendicular a r, por el punto Q.
) Distancia del punto Q'a la recta r..

) Angulo que forman las rectas dadas,

ee

Lo primero que debe hacerse es caleular la matriz fundamental :

v=(472) = om
a) nNr=P2,1); nN(x=

(472 (3) =09 (3) ¢ = anomie
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Probiemas resuelios

) Un e ool 4 5 e, D e comnio, o
(o, B)=(1, ~1)-U

. e 1 i divcsin e o bl
Comn 00 = (=522 22) - rorrr-aco
R —

e 250
Iy, .,(_;"’ \/( 20 (40 (7)

= (6,~1) en contravariantes,  se puede tomar ¢l

d) Tenemos Q(0, 2).
Un pune colaies & . e s ol P 1. Un vt ot .
es n=(L, ~1). Entonces (obsérvese Ia figura),

d0.r)=10CI=0F-

o

1) esté dado en contravariantes, y n=(, 1) en covaian-
I

iy =0, -1 [,27 (§ i)] (_:)=

Vs

422, Resudloase el problema anterior, tomando la base ortonormada.
@ nNR=P2,1); nNE=0=00, 2)
P, Q)=1Poi= VO +a-1y-
b) Se tienen 0(0,2) y n=(1, 1) Lr. El“ﬂllmr
-0
i i
De otra manera: rxhyk

que produce el mismo resultado anteri
)Se pucden poner las ecuaciones e las rectas en forma explicta:

my=x-1 =

Ao
neym—ter2 =

I recta
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El plano

425, Halese lo recta poreo, en su forma normal, @ la re3s—4y
que dista tres unidades de el

Ay,—12.
Un punto Qo 1) €, distard tres unidades de la dada, si L}'s—~
3 => dos soluciones: -
simx—dy=27

ety

4
% %) i luego en forma normal, son:

4.24. Hallese la recta paralela a la r=3z—4y=12, que dista tres unidades
del P2,2).
slir = s=3x—dy+A=0; tomo P ha de distar de s tres unidades,

6-8+A
=5

7; h=—13.

=3 = k=

Las dos soluciones son: s,m3x—4y+17=0; sm=3zx—4y—13

425, Deterninee l ecuacién de e recta que, pasand por ol punto P2, 2)
forma un dngulo de w4 rad con la r,=x+3y-

Qservemos sbre a fgua of cazo gnersl
Evidentemente, hay dos soluciones, s y s'.
Sus. inclinaciones. Fespectvas camplen’

p=etm—a); ¢'=ptala=inglo dato
Por tanto, sus pendientes son

8 mttga
T+mitga " Tlemitga

En el caso del problema, m=———=~— § luego, de y—2=

¥, andlogamente, §'mz— 2y+2—0

=m(x—2) = s=2x+y—6:

.26, Hllense el baricentro, ortocentro, circuncentro
—4 r+ay—12:

incentro del tridn-
gulo formado por las rectas p=: y-3=0.

Ng=P0,
PNg=R(40);
PR=(4,-3);
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Problemas resueltos

Sa AQ.3) ol punto medio del ado o
PO, llamando G al baricentro, y - e duzn L
Segin < problema 41, I Xoeren

L o~
> ot
Entonces.
2 ]
G-tp=323 = 6(%.2)
3 3 3 rcor

rigcentro es l punto de itersccidn de la alturss de un tidngulo, Bas-
Wi arlas.
Un vector “sencilo

; onu;cml sl PG y, por tanto, direccionl de la altura,

R

Culquier recta perpendicla a g tiens I forma 423y +A=0.
la que se busca ha de pasar por O = 4-4-3.3+A=0 =
= hymax~3y—7.
El'ortocentro buscado es T=h, N h,=(4,3).
ncentro_es el punto de corte de las mediatrices de los lados de un
tridngulo, ue Son 148 perpendiculares & es0s 14dos en sus punios medios.

m,: vector direccional (1, 0); punto medio B(4, 3/2) => my=-"T"-

2y
R

vector direccional (0, 1)

punto medio AR, 3) = m,=.

Bl cirouncenteo es C=m, (m,= (2. 3)

Incentro es el punto de interseccion de las bisectrices interiores de un
tridngulo.
y=3 _ 3x+ay-12
1 =5
x4 _y-3
T =1

b, equidista de 1os lados 7y g = b=

uatro rectas establecidas son lus bisectrices de los dngulos P y O, res-
pectivamente. El problema consiste en averiguar cudles son las interiores al

Cada recta bisectriz divide al plano en dos semiplanos. i es interior al
tridngulo, los otros dos vérices estardn en distintos' semiplancs, por 10 que
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B plano +

sustituidas las coordenadas de esos dos vétices en las ecuaciones —en forma
general— de las biscctrices, han de dar signos diferentes. Asi,

AN B : brma—y=1=0; by
b"gi)" I = b, no es bisectriz interior.
b;jﬁii‘; ] = b, es bisectriz interior.

Con el mismo anlisis, by, es bisectriz interior.
El incentro buscado es [=b,,, 0 by, =0,

Hallese el drea del cuadrilitero, de vértices P(~2,3), O(=3,~4)
Py ¥y 52.2

S=Area quu\m OSR.

L 1POxl ) x=(1, 9 LPS y 1xi=IPS.

Andlogamente, en el tridngulo OSR,

y=(-3,910R y =I0RI
Area QSR=1 (5,613, 8)

3w

Sumando, S=314¢.

Nota. Una forma comoda de calcular el drea de un tridngulo de vérti-
ces Alan @) Bibw by y Clew ) o tomar el valor absoluto de 1a expresion

1 a a
1 b b

Laaea

PROBLEMAS PROPUESTOS

428, Demuéstrese que las diagonales de un paralelogramo se bisecan.
4.

Justifiquese: si direccion xdiceccin y, entonces, he-buy=hox iy =
N

430, Exprésense los lados de un hexigono regular en funcion de dos de ellos cuales-
quiera consecurivos.

431, En_un smaclo vectoial euctidano rs o+l S e, 1a velacén o uma
w30 € e
Orientacion: Apliguense a desimaldad de Schwarz y o problema 414,
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Problemas propuestos.

432, Pruébese que cos(a—b)=cosarcos b-sena-sen b.
Descompongase ¢l vector a=(3,4) en suma de otros dos, %, 3, tales que x
nga 1 diecsin 40 Doyl

434, En el espacio vectorial de los polinomios de coeficientes reales de prado < 1,
hillense las coordenadas covariantes de un veetor en Ia base (1,2).

435, Hllense las coordenadas covariantes de los p(x) del problema 4.16.
b, demuéstrese que r/ff Arer’ o

436, Dadas dos rectas, P®da; Q@ ub/
rnr=

437, Con ol miamo planaminto anierior, pero o b, lncamente independiente.
Demuéstrese que ambas rects inico pun

438, Dada una recta 7 y un punto exterior a ella O, pruébese que por @ pasa una
- unl: ar.

felas y distintas, 3 los lados de dos trdngulos ABC y
P uuu ) ACIIAC eabiquce aue. BO/IBC. esunds los vértices
de los tridngulos en las
descompéngase el a=(1,2,3,4) en ' y a”. El . en cl subespa
cio mundrxdn o o001 a1, 0.1, 01 €l o ortogoral 3 dicho subespaciar
e e,
441, Sea (u us, ) una base ortonormada de un Vi(R). Prucbese que

o=t 2 w)
1

= G 2u) forman base ortonormada.

=k 2k 2u)

ines Ja ccuacin de 1a recta que pasa por los

biéngase en todas sus formas.
suntos AUy B 1.

443, Determinese cul es la posicida rela

a de los siguientes dos pares de rectas:

hillese el valor de m para que las tres sean concurrentes (es decir, pasen por el mis-

mo punto).
445, Dados tres punios no aineades en ol plano afin P. 0 ¥ I demudstrese que

1a recta que une los puntos medios de los segmentos PO y PR es paralea a la recta OR.
6. SiroRy atro puntn de plan atn oo slsnads trs 3 &

Nama 4, B, C 3D 3 Jos puntos m los ssgmentos PO, OR, R5 ¥ SF. respeciva:

e e i ABCE o 2o e

447, Hllense los véstices de un pentigono del que se conocen los puntos medios de.
&
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Bl plano.

sus lados, que son: de AB, (0, 1); de BC, (1, O); de CD, (I, ~1); de DE, O, ~
de EA, (-2,1).

448, Se considera, para m real, 1 recta

mr— @+ Dy

@ {Para qué valor de m Ia recta pasa por el punto (1,37

b tHay alpin valor de m para el cual la recta resultante sea paralela a 1a que pasa
Por (1, —4) y tiene vector de direccion (2, ~3)?

449, Jusufiquese que el trldogulo de vértices AQ,1), BO,5/2) ¥ 00,0) es isésceles.

a0, aue el punto X(2+2m,3-m) equidista, cuslquicra que sea m, de
Los s AL > B3,

451 Determinese ¢l valor que debe dirsele a p para que Ia recta
G pe-su+ 2=

2 porvendicular 2 a que determina sabr los ejes OX, O segmenios repecivos i
lsa 3y

s rectas que pasan por el punto (2,1), encuéatrese las que distan
ans aidad 4 ot
3. De un parlogramo ABCD e conocen los véess AC,0). 30.5)  C=1,9.
Lot
ndo_en idngulos, hillese el drea del pentigono cuyos vértices
Mu,-», 0.5 €26 5O, 9 3 EG. -,
fesigual de un tridngulo iscsceles tiene de extremos los (4,0
[ s(-n, S e vt r e 2y 5o, Dererminens €y 1 lonivd de

456, Deteminge o doplo que forman s ress nededdy-13=0 ¥
32y 13

457, Siendo rm2e-3)

n s
2 ris

458, Dadas las rectas
P50y smSroky+1=0,

5y embctmy

caledlese m, tal que:

hillese K para que r/js. Luego, calcdiese la distancia entre 7 y 5.

459, Hilese 1a cuacién de 1a recta perteneciente 2l haz

42y 6=
o 1 rcn s 5 e ek pae Ao o bulonice de e
i e o n(o 0.

e oy 3 o drm G cunere frmado por o ol 4o
i oy

o
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Problemas propuestos

462 Dada la_recta r=3x—5y+25=0 y los puntos P(3,4) y 00, 8), hillese un pun-
A0.

luA.uluuzAEryﬁ
ae. 2 y=dem, demutsrese que hay una recta del prc

e perpendbute o toda e A1 segunie. Detmines ba escee

64, Dudos Lo puntos PO 1) y O, B, detrmioaces s coondanads de un pusto

A€ rmxty=2, de modo que A
465, Dibjense las regiones limitadas por los semiplanos
@ (2-pr2<0 B (w10
v<2 43550
Try-s<o x>0

¥>0
466, Sicndo AR,8), B,6), (-2 ) y D, 1), caletlense AB+CD.
447, Dadon Ios punton AQ7) y 56, 3 deteminse l punto P de ln recta que de-
5 2.

terminan los dos primeros, sabiendo que PA

468, El punto P2, ~3) e extremo del vector PR. El punto O, ~2), alineado con

Py R, dista de P la quinta parte de [PRI. Determinese R.

rdenadas en el origen de una recta son nimeros opuestos. El punto
4) pertencce 4 Ia recta. Establézease su ecuacidn en todas las formas afines.

L

470, Una recta detrmina con los efes de coordenadas un tidnplo de drea 2 EI
punto P(6, —1) es de 1a recta. Hallese su ecuacion en todas s

471, Determinense m y n do que son

3 nxt2y=6, sa

paraiclas ¥ que 1a abscisa n G origen de 1a prmer &

472, Los v un tridngulo son A(=3,2); BO, ~D; CO, —2). Por cada uno
de sus virices s traan parlelas 2 I lados o o, msgtsion o wrintua
del que se pide ccuacion de sus lados y

~2; 0(-1L3); RG,

A7, Toiiace gsa i 5 vl 6
eeles. Luego, calc
174, Anlicese de qué clase s el tridngulo de vértices P2y3, ~2¢3); O(—
RGP Dl et s
475, Determinese el dngulo que forman las rectas que se dan
o (y=3x-2 b 520 ¢ (x=3+r ==hr
y=5-x 2e4y=6 -2 y=-2450

. Determinese r.

476 B puno A6, ~D € r=Z 4221, 5o cumpe que b
il 3 1. s ave o prducos sl qu s Il e Lo

ko i e

(L

oo(34)

(2.5, )

Hillse o mimero por l aue tan de divkline s componenes dl vector

(1275, i abinee st de s dioecion y d a1 mern g comsetle
Snimodlar, perpendicula 3 dado.
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ELpln s cmeemrmmmescssr

& de modo que ra2e-sy=0, H-7,4) €', sien-

Determinese 1a_ trasac

.
do y=r

fectas rmax-+4y=0 y rumbx—6y=5, son perpendiculares. Hillense @ ¥ b,
Sblends g e

481, B recingulo OABC iene dos e sus vrticss 00) 3 82,6 Uno de sus
ados st sobre 1 ecia 2¢— =0, Hillnse s scoacionss

leilese la longitud de s tres alturas del tridngulo cugos vértices son
A5 By G,

A5, Dos lados apuesto de un cusdrado esin sobr s sectas 2y
20434 ese 5

484, Cabsns 1 igania Gl unto A0, ) 4 1 e que conien 3 P57
e perpendicular

435, Determinense p . e las rectas px+64—5=0 y qr-2y=0, sean per-
nﬂﬂmlnes, ebend aue e puato (. pereneee 1 1a prmera,
Esabltcas n ccucldn pormal de ln eca papendcsar 3 a 354y

a5 o A, G

447, Dada la recta y=s—6, cncuéntrese I ccuaicn de o, en la forma ¥ casos
aque e indican:

@) Panlela a la dada, y a seis unidades del origen (forma genera).

b) Parilels a 1 dada, 3 distancia 42 de ela (en forma normaD.

. siendo s=2e-3y—

Encuéatrese una recta 1, tl que rifs y d(TY)

458
¥ 70,
489, Dos vértces consecutivos de un cuadraco son (0,5) y (3, 1) Determinense los
otros virtices y su superfici.
Las rectas 4x+y; xt angentes 3 una circunferencia, de Ia
aus's s o T oo o o comr ot
Por el p =) () (r-y+1=0), tricese ot recta que forme
o' To i un il G 37 o G
492 La recta $o+15y+c=0 dista cinco unidades del punco P(2,3). Hillse c.
453, Hélese ol lugar geométrico
@) de los puntos cuya abscisa e la mitad de su distancia a r= 125y

» uya rasgn de distancias a s recas 5+120=8 y 423y +4=0,
e 5/,
494, Hillense ¢l baricentro, ortocentro, circuncenteo ¢ incentro de los tridngulos
cuyos vértices son:
@ 00,0 o P60
AQ.3) 00.9)
Bt/ 4.0 R1,2)

., repecto de fa
=(1,2),

allando I el producto ssala de los vectores £=0, -2
o7 nlo que orman o spietes oo
base la segunda,
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056 e 1w tetune 0= 3 1), dmts s ot o
ko s 0,0 539, 3 ot b 1 e e
T RIS
. o

- -
© D e s e {27572 =% 1)

5 A e e 54 T2, i e .
9 (2,1) a la recta 2n—4xn=3, Usese la matriz fundamental

498, Dado el punto PG, 2) respecto del sistema de relerencia (0, ua, hillense sus
coordenadas respecto del nuevo sistema (0, v, tal que 00’
3

s ——rr————— 6]
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El espacio

Espacio afin real

La estrustura de esacio at real s Ia misma que o del plano,tin. La i
ca diferencia es la dimensidn, que en €l caso del espacio es dim V(R)="

Coordenadas de un vector, segéin las afines de sus puntos extremos
Sistema de referencia: (O, w, s, w); PO=(@—Pu Gi—Pu =P
Recta
En todo andlogo a lo expuesto en el plano.
Plano

T1={X € E/X=P® (uv+\uw), con P fijo; (v, w) independientes; A, € R.

P(pi, Py P
M(m, my, mj)len Tl
N, s, m3)

Segin el sistema de referencia, (0, u, u, u),
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El espacio

©y 10, vectores libres independientes

PN=hw;  PM=po; OX=0P+PX

o=@ ono);  so=(y wp )

X y.7)

Formas afines de la ecuacion del plano

N L R T )

P L

(55 dmomiadores son

o5 ql e sabre (02 o3

Ecuaciones de la recta

: 00,0, 47
Mo (5.7.2)2(5,5,.8,) ® Ma,-p3,5y.0, 5,0 / Q0% e
R R A

PR

mpticta
ar ooy o020
e By oC200"

e [T a2

www.FreeLibros.me



B espacio

Posiciones de un plano, respecto del triedro de referencia

yor
Pianos coorenodos { 185

o e o oa e e s o e
i o o caninih

oo aue posa por e origen

Fiana portel o e
e s {§

—— T

I
piano paraieio ot { 185
# {5

Posiciones relativas

Punto en recta o punto en plano

Un punto PEr 6 PETI, si sus coordenadas satisfacen las ecuaciones de
=0 0 M1=0, respectivamente. En caso contrario, se encuentra fuera de cllos.

Plano-plano
M=Aux+By+Cz+D=0 A B G A B C D
o M=% 58 m=(25C0)
eorets Secanis

R AT 47y 6 7y 20

) moT Hamian:

g

)2

Haz lineal de planos

Sean los planos T1,=0 y I,=0.
) Paralelos: T[T, <> M=T+\, (\E Q).
b

De arista una recta: {Tl+all =04 Aa€ R,
Tres planos
Tl A+ By+Ciz+ D, A B G D,
M= Aux-+ B+ Crz-+ D M=(A B C D,
Tl Ase+By-+Ciz+ D=0 A B G D,

w0
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El espacio

o=

;;*';3 M=t 42

L

M= 12T Mg
e,

? RIS
Recta-recta
Siempre se podrén poner en forma vectorial. Asf, sean :
n=OX=0p+Aov;  r=0X=00+pw

L PO, o, w)=3#r(v,

=2 <= las rectas se cruzan.
2. HPO, v, w=r(v, w)=2 <> las rectas son secantes.

3. HPO, vw)=27r(v, w)=1 <= son paralels distintas.
4. HPO, v, w)=1=r(v, w) <= rectas coincidentes.
Recta-plano

0= Ax+By+Cz+D=0; r=| ’:;;’:*::’;z:‘éi‘l’)’_

c A B C D
i M=[A B G

A, B, C D,

5]

Productos entre vectores
Producto escalar

De modo andlogo al plano,

¥
ey =, 22U (y‘
v

v
(xi xhxn(y‘) =xy' oy
v
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Bl espacio

donde

U= (ualuy=ucw,
Producto vectorial

Sea V(&) un espacio vectorial euclidiano de dimension 3.

XV, A v,
(5,) —> w=x Ay/(x,y) familia libre; s tnico,

que cumple:

0.
2. La tema (x,y1) es de orientacién positiva.

~
3. fwl=lx|-ly|-sen (%, y)=lérea del paralelogramo (z, y)l.
EAYHYEAZ ] Bilineal
A2y A y=x A Oy ) B
(xAy) Antisimétrica.

Expresion analitica
Siendo (s, u, w) una base ortonormada de V(®),
Ay

w=wAwm | => (emotécnicamente): xAy=
w=w A

Producto mixto o triple producto escalar
En un espacio vectorial euclidiano V(®) se define :
Vixvixv, 2> &
(5,3,9) —> #-(yAs), que cumple:
es trlineal y antisimétri

rica.
es una funcién determinante, cuyo valor en cualquier base ortonor-

dicando por (z,y,5)=-(y Az) => el volumen del paralelogramo de-
fnido por s tema (5,1) e V=le (5,3, ¥ el signo de ese de-
ce da Ia orientacién de la terna.

Expresion andlitica

~
[b A c|=]bl-[cl-sen (b, ¢)=Area OBDCO.

7 —

www.FreeLibros.me



Bt espacio

2
~cos (a A 0

0BDCO. OH=Volumen del parale.
lepipedo.

Identidad del “doble” producto vectorial

Sea (w, s, ) base ortonormada de un Vi(®) d

Ldentidad de Lagrange
—
Gapan= |27

Espacio cuclidiano

Espacio eu espaci , cuyo espacio vectorial es eucl
diano. Sus caracteiticas, por consguients, son andlogas a 18 del pano eucl
diano, co erencin de uns coordenad mds 7 1 Introduceién de s pro-
ductos mwmx y mi

e i G reterencia. (O, s -

General
6,
s ol -cos X
- cos g
- a l-lufecos v Jusl-lunl-cos
%
Normada Ortogona Ortonormaia
o = =l =1
1 cosh cosy lwf 0 0
Us=[csn 1 cosu) U=[0 r 0
cosy cosu 1 00
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E espacio S

En lo que sigue, se designardn con letras minisculas los vectores posicio-
nales de puntos representados por las correspondientes letras mayiisculas.

Ecuaciones vectoriales
Plano 11, definido por un punto A y wna orientacién n (n L)
Para cualquier XE1: AX-

=0 = Mm(x—a)-
Plano T, definido por tres puntos A, B, C
M=(x—a)-((b—a) A lc~a]=0, de orientacién
ba) A lc—a).

Recta 1, definida por un punto Ay una direccidn v
XEr <> AX=hu, luego:

(x—a) A 0=0.
Determinacién de distancias

1. Punto-punto:

a, q):\ﬁ\:+\/ﬁ»ﬁ.

2. Puntoplano: =0+ /,. 1m; voem.

3. Punto-recta:

Ares del paralelogramo (0P,

APn=I0F

nshopn

(minima).

din,ry=- PP n o).
\vmvsl

LRLTI

5. Plano-plano 2
Recta-recta | paralelos, se reducen a los casos | 3, anteriores.
Rectaplano 2
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B espacio

Area del trifngulo de vértices A, B, C=Area="} |ABAAC.
Volumen del tetraedro de vérticss 4, B, C, D: V=—+(AB, AC, A
1aa
1bobob
laaa
1d 44

Determinacién de éngulos

1. Recta-recta: Es igual al de vectores di
tivos.

2. Rectaplano: Es el complementario del formado por uno direccional de
o rta y uno normal o plano.

3. Ploplano: s igual al de los vectores normales respectivos.

ionales (o normales) respec-

Angulos directores de una recta r
Son los que forma Ia recta con los ejes del sistema de referencia.
La relacion entre los cosenos de esos dngulos, llamados cosenos directores,
es para cualquier recta:

o5k cosy cosar

cosp cosf
cosy cosp 1 cosy
cosa cosp cosy 1

Conteevmments, 10 w2 ot o, . st sl dicion
de una recta es el (cosa, cos B, cos.
Ecuscion norml de un plano

Tlmz-c08 ct+y-c0s f-+2-cos y+d=0, siendo cos a, cos f§ y cos y los cosenos
directores de la perpendicular trazada al plano por el origen.

De lacunicn generl I A<+ B4+ C-+D=0,y lamando
B SHNG TAl SOS L

& b cosy="y

VATET

D (@istancia al origen).

FroBLEAS o€ MATEMATICAS. &
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El espacio

Angulo ¢ de dos direcciones 7, y r;
Viene dado por

Si la base es ortogonal,
o8 =008 08 a-+08 G008 B c08 o8 e

Cambio del sistema de referencia
Véase el problema 5.15.

PROBLEMAS RESUELTOS

5L Sean A(LO,1); Tymr+2y—z+4=0; Im2ety+2z+
24yt P e

Se pide: @) recta que pasa por A y se apoya en 1, y 1
) recta que pasa por A y es pardlele a T, apoyindose en r;
©) recta que se apoya en . y r, siendo paralela a r..

@ Planos que pasan por r: (14+20)x—2y+(1-Nz+7=0,

Qblgando a que pase por A 14 2A-0+1-A47A=0 = h=—1/4.

b) Por lo visto en el apartado antenur, plano A+r: 2r—8y+52—7=0.
Planos paralelos a IT,: x+2y—z+

Obligando a que pase por A : HO—HH-).:Q::M: 4.
i sehet Stk ihin

L et e 1 it o s 5= 25570

©) Planos que pasan por 7,: (14+20)x—2y+(1-Nz+7A

k3=

n v o e 5 o= |2

=@, —1, -
Condicin de peralcliomo cou ryc 21 +20)+2-21-M=0 = k==13,
Plano que pasa por r, y es paralelo a r,:
Flanos o pasen 300 51 (FENMA A

75 semm——————cre———————— S
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Un vector de orientacién de cllos es: 2+, 1
ot te s G A N 2=0==
El plano que pasa por .y es parlelo a n es: Sx- A3z

La recta pedida es: m= § - 64+

Serigare 18e0

5.2 Con los mismos datos del ejercicio anterior, averigiiense las posiciones

relativas siguientes:
) nyni b ny Mo,y N=3y—4z+8=0.

T R IEIIRTE [

.,.,(|,, BB HE ,.l)ﬂﬂ-”

Un st vt de s 2, (0.2.7)

s

= PP,

Un punto cualquiera de r, es P2, 2, 0)

., 232 -7
Etones, s . r(z i S
11 -3

~17, =31).

Ademis, (il I)=2; AL, ¥ A, =2, Por consiguiente, se cortan
dos s s (v6se T e 15 i 150

. 1);

;5=

242 _
2

53. Sean A(1,0,2); BO, o w:; o
2

Se pide: a) Plano que pasa por A y B, siendo pardlelo a .

b) Plano que pasa por  y es paralelo a 5.

) Plano que pasa por A, siendo pardlelo a r y a s.
@) Todos los planos que pasan por A o A
2¥+I—I+A(2( reat

F)
H
i

por
Obligando a que pase por B: 0+A(7)+)L
1 plano pedido es: Sx—dy+3z—11=0.
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Bl espacio

12, Todes los planos que pasan por 7 son: (L+20s-+(~2=Ny+1+Ne=
u., vecmr  de orleatacibn de clos ex: m=(142%, ~2-) 143,

=(=1, 1, 0), direccional de s = —2A-2-A =

—hs
El plano pedido es x-+y+5

<) Segin o enunciado, serd un plano panielo al del anterior apartado,
luego s d Ia forma -++5-+A=0. Obligindole a que pase por 4, 1+0+5+
A=0 = - Y-
Otto moda de resoucion v Sea e plano buscado Nl Ax 4By +Ce-+ D=0,

(i P e T e

ya que v.=(~1,1,0,

jr = —A+B+3C
=(-11,3).

js = —A+B=

AET = A+20+

Para que el sistema sea compatible,

=0.

!
o mmu

De modo andlogo a este dltimo se podia haber hecho el apartado .

54. Siendo x=(, ~2, 1); y i 3=(2, 1, —4),

, =3,

a) calcllese (x-+3) A ()i
b) dediizcase qué figura forman |x, y, s|;
c) pruébese que xA{yA:is(xAy)A’-

@ (xty) Alx—y) a4 28+ 1 =14(1, 2, 1),

=> son coplanarios. Ademds,

b (% 3 3=

= tridn.

G, -2, D@ 1, —4)

=y+5 => forman tridngulo; y como x
gulo recténgulo.

) Aplicando la identidad del doble producto vectorial,

engan=]| | Bl A
wanas=-satan=—| 5 ¥ | sary-teye=

2.
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Problemas resuelios

5.5. Demudstrese: x A(y AR+ A (s Ax)+3 A (2 AY)
Aplicando la identidad del doble producto vectorial,

sagan=| 12 | sGar-eyn

u = Sumando, miembro a miembro,
ratan=| L 7| swaeeae | ST DTSR
saGan=| aye—(enly

5.6. Demubstrese que: (= Ay) A (s A =3(x, y, ) —t(x, %,3).

Llamemos x A y=a

)—t(a-3)
. (= A y)-)—H{(x A y)] (simetria producto escalar)

=s{t-(x AP ts+(x A Y] (producto mxxm) N
xy)-Hxnxy)  (rotacién cicli .
(x,3,8)~(x,5,3) -

# 3

aneao=|r,

5. Dediizcase el teorema de los senos en un tridngulo plano.

Se tiene a+b+e=0.
Multiplicando esta igualdad sucesiva y vectorialmente por a, b y ©

anbtan
bAatbA
cnaten

= anb=cra=bAc

e U B
SenA senB senC

Lucgo, ab sen C=ca sen B=bc sen A =>

58. En el sistema de referencia (0, w, us w), dado por lw=2; |w/=1;

Y rad; w=v="7 rad, se pide:

Jua)

) Plano que pasa por A(L 1, 1) y es ortogonal a r:
D) Distancia entre los planos T;m3s'+26-241=0 y ettt aeo20s

©) Distancia entre las rectas: n
OA-1,2, 1)

@) La matriz fundamental es U:
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B espacio

L vector o=z 1. 0) e un discionl de 1 reta v (en eontamaciates);
3 como plago L7 = n=v LIl, s¢ puede tom:

M= (x—a)n=n:(x

e
o= (201)=o luego =3+ ~4=0
w1

B m=0,2 ~D=5 64 -2=7
Se clge wn punto culasira PETL, po cjempl, el PO, 1, 3, Entonces,

ar M=o /oen. w

= T/,

©Q puede ser cualquiera, por ejemplo, el Q, 0, 13/2). Con &, PO=
s s i R s

1-1 0
4 A0n= 8 11 4 0
Como u=6,4,-2:(1 1 0] . [ 4)=@4-2|5 1
00 9 -2 6 0 5y

6
(,
-2

& s
Luego [u=— VI0. Sustitupendo en [1], y teniendo en cuenta que el producto
escalar es conmutativo,

a@,my=-".po=
2]

©) Como m=(~1, 2, 1)=v, (en contravariantes), son de rectas paralelas,
andlogamente al apartado anterior, se elige un punto cualquiera en cada una
de las rectas: P2, 3, —1)€n; P{L, 2, 3)€

a1.-0a

=L21
o

=

I el

La distancia hallada es la pedida, d(r, r).
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Problemas resueltos

59, Raolomse log opwrialon' by del problena. ahierice; wpoulends o
base de referencia ortonorm

7) 1

b) @ m=pG- = (0.-1.3) - [ 64 -] =
40, )=d(, 1.

wowow

) aeur=[a,1,-9a-=2D | omsauo | 1 T

doad it Ve I~ Zi @

Ve Ve Vs

s

=IOIVE, 51VE, 3V )=—g>=d(Py ry=d(r, )

510. En el sistema de referencia dado por (0, w, us, w), |us|=|u]
=73 rad; p=al2 rod; v=arc cos 3, se pide:

5 Ango do 1a recs rmEolo #4221 o plamo Myma—
—2e4r 1= 2
0 gt ente 1 i T 2800 L e,
3ntzi=1
+x=0

o) Distancia entre las rectas rom § 3o
& Angulo formado por las rectas

v la n, anterior.

T2 0
12 (63 2
1oo)=¢(360
0o 1 206

1) en covariantes.

2 1
-1, n~u»(_1)=wn; Imp=0t, -2, l|-u“»(—z)
1 1
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B espacio

o
W
T

V3 B

R - Ry S SR

=61 o o
e (|23 1L T]) =127 en connimes.

Un punto P,€r, es Py(l,~2,1) en contravariantes.
Un punto P, €7, es Pl ~2, ~6) en covariantes.

~1,2,7)-0"
, -2, -6)-U"

1
j(fxw, 124,213);
(s
B BB
De esta manera se tienen los datos operacionales en contravariantes
HPPy o, 0)=3 = las rectas se cruzan.

wowm W

2 -1 1
1 300 124 213
02, -2 B |~

dnromERme)

o el

9 ( 3‘-;‘ [,l 0 ;:7;‘)=(L4,6)mmv:riums.h

su lugar, puede tomarse el v/=(1,2,3).

~1,2,0), también en covariantes.

1 -1
i (2] =35, o= o 2)=L2
Iv'=(1,2,3)-U" (z) S [ef=(-12,0-0 ( :)_B

1
a2 ;)-u-‘»( z)
0 164

7335, J152 V52335
£

cosp=
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Problemas resueltos

511 Realicese el problema que precede, suponiendo la base ortonormada.
@) w=2 -1 D5 m=0,-2,1)

meo _ (L-21)@-LD _5 s
|| V6. V6 6’ 6

; e 1,-2,-2,
L (s, m)= =S

) cos (m, n)= Tnd

sen p=cos (5, m)=

V63 36

p=arcsen——
Ve
) m=@ -1 D u=(-1,2,7)
Un punto cualquiera de r, es Py(L, —2,1)

Un punto cualquiera de 7, es Pyl —2, —6) 5 = RhE0.0 =)

= 0 -7
’YP:P:D-,»,)V’( 2 -1 1)_ = iy n se cruzan, resultado que ya
-1

2 7
sali6 antes. Entonces: W uw
(0,07‘7)‘( 31 l)
di rym PP OAD) = 2
" Toune] ww w
médulo def 2 -1 1
~1 & %

3
oo VIa- Vs V70 V70

5.12. Considérense el punto C(2, 1, 0) y las hipdtesis del problema 53.
Se pide:
3 Hlmo deits pos b pimior A, B C.
V) Pimo determinado por el punto A y I o recta s.
O Plano perpendicula @ 5 por ef i
& Arec o bidngulo A
o o e Qe tumdre Sl v oL vy ABCH WL iatn d cours

D |x oy oz o1
r e oz 3l o
03 1 1m0 = swes—r=0
2 1 0 1
@//0XY)
0 (14/02)
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El espacio

s decs, e b desglosd < en dos ccuacones de plancs proyectates.
Todos los planos que + A +y+ D=0.
Qigando 4 que pase por A T N0 1m0 =

9 Un veetor dircclonal de [ ecia ¢ et wm(-1, 1, 0. Como 17, g2
puede tomar ~1. 1, ) L1 E;

Mem(e—a)n=0 = -1,y zfz)«(rl. 1,0

tiva, Tz —y—1=0.

-3pi=

. 1
Esto es asi, pues si MmSx—3y+z=0 => =
pug y 3

V35
e su ecuacién en forma normal, y, por

También podia haberse hecho del siguiente modo:
10
1011
€1 0-
2

0
0 2
2

1 1

10
0-2
2

5.13. Con los mismos planteamientos del problema 5.1, calcilense:

@) Recta ortogonal a I, y pasa por A

b) Recta que, pasando por A, es paralela a .

) Recta perpendicular a r, por el punto A.

d) Recta que pasa por A y es pardlela a los planos T y Tl

@ m=(1,2,~1) = un vector direccional de la recta es A(1,2~1).
y

Su ecuacién es:

(]2

) En primer lugar, el plano A+r es 2v—8y+5z—
ma 5.1).

]
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Problemas resueltos

,4) s direccional de r, => l plano ortogonal
—1)-2+y-3+HE—1)4.

. { 2x—8y+5z—7=
1a recta pedxda es a interseccion de ambos planos: {§ 5% 077

ot pte, om0 =33
n P A

@) Si es paralela a los planos IT, y Tl lo serd a r=I1, N, que tiene un vec-

ottt = (14 31 2t mtene

Li=5

5.14. Hallese, si procede, la perpendicular comin a las rectas r, y r, del

problema 5.1. Segin :

se crizan. B B prcaients geomitico consis e b un i T, purail

juego, por cala una de ellas, otro plano orto-

ot it . o et Y b cto dos dlmes i de-
fine la recta pedida

Como I ¥ M, un vecto de orientacion de I serk n=s, A oy que en

nuestro caso es

13,10, -1)

"o
3 4
1-3

2
1

El plano « viene definido por: un punto r,( A 3>En y dos vec-

tores de posicion v y n-(TTLTL), por o que a=Put A+ pun.
Andlogamente, f=Py+Avy+usn/PA2,2,0).
Entonces:
By =7
z 3
-3 0 -1
=43 2450y 59 2+ 231=0
Bm29x+40y+23 2-140=0

Y la recta pedida es:
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El espacio

Sea el sistema de referencia_rectangular OXYZ. Se considera otro,
) también rectangular, que cumple:

1 oz, Ox=u,>%

o~ o~ -
2 o¥,0x: 5) OF,0z=y<T

2 1 2 -
3) GY,OY:B,:m:D:i 6) GX,OZ:-y,(i

Hllense las [érmulas de transformacion.
Formando la tabla de los cosenos directores de los nuevos ejes, respecto
de los antiguos
o o o | or |or| o
o | e, s [ on

or [r e [ws || =

o7 | cos e | s o] cos

L ot apbcost Brbcost y=l = fcos' 10,

1 o
2. costaytcost fy+costy—1=0 goost koot yi=1

cosaveos artoos rcos et os o050 [0 L gy 4 VT oo

Teniendo en cuenta s o san 1o dapulos que forma Ia recta OX
con o ope Mearenaees OO 4 vt ot

vz

cos® ay+cos® aytcos’ ay=

= ~+w€ a=1; cos a

4. Por igual motivo que ¢l anterior, ocurre que .
05 4+C08 Bi-+05 a4+C05 By+05 ayec08 =0 = T"+
T T
HeTg %

cos fi=0 = cos fy=

5. Anilogamente,
08 a1+€05 108 @c0S Yihcos ayrcos =0 => L

+n~f2‘“ cos

0 = cos
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Problemas propuestas

@ Pln.u dduudc ol o B Jos vecores = w, en forma caresana y pe-

57, Estidiense las posiciones relativas de las siguientes ternas y pares de planos:

5 nt m=2 | ni2e-
2n-2u4dn=1 | 2u+in-2u
3n-3ntim=6 | nt ntdm

5 6
318095
Es aconsejable, para los cileulos, usar Ia notacién (c,.) en lugar de (1, %, 2.
Hilla s mati fundamenal corrondiente  a bae que se indict, on

Con s maiix tundametal, cleilense
@) Coordenadas covariantes de
B Producto sscar de ¥=(l,1, . 5001, -2
9 Plano que pasa por A=(1,1,1)

y )

. JAY
@) Recta que pasa por A=(3,0, ~2) L

30

a

519. Con la referencia | 1] =2 s resolverdn los siguientes ejercicios
de dngulos: ¥

@) Angulo de las rectas: G,
=
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El espacio

5) Angalo de los planos:
VAL

& Angulo de la recta: con el plano xi+ 43+

ot i Menlu:u L s i, et
@ Distancia tos AG,3, ~1) y B0, ~2).
5 Disanci 4l pumo AL, 01 1 patn Ser s 50,
© Distancia del punto A(L,0,1) a a recta
Bl @2

g T

Disacia et los don penos parteon =241+ 30 3 26 —4eh 647
3 e e i

22

Yo e e _eto
B T 1 7

e il i it i e
0_#o1_ @43 Aol s+l

3 1a ccuacion de la perpendicular comin. (Es aconsejable, para los cilculos, usar 1a nota-
ion (x,,2))

522 Calcilese £ AG A3, para $=(1,1,2), 7

10,3),

-1,2.

523, Averigiiese si 1,2, 7=, -3, 1),
plano. (Hagase uso del triple producto escalar)

3, ~4,5) son paralelas a un mismo

524 Caletlese (+A)-GAD, para £=

10,1, 7

Caletlese (ADAGAD, para los mismos vectores.

525, Dados los vectores ¥=(1,2,3), =00, 1, 1),
de A con a condicién de que sean paralelos a un mismo plano.

526, Dados tres vectores % , % de médulo unidad, demuéstrese que el volumen
del paralelepipedo construido sobre los tres vectores (valor llamado por Staud “seno del
ngulo triedro”) vale

-
e it 2
e
e g, s, ot (15 3 GAT=3A)
wol R e
520 50 o s ALY D015 082 b s e 54207 2250,

x-l_ y=2 _ x4
3 O

@ Plano que pasa por B

b) Plano paralelo a I, qu. pasa por A,

&) Plano que pasa por B y C, v s paralelo a .

D Flano que basa por C 7 & paraico 8 s Fooas iy

¥ ¢l plano . Se pid
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Problemas propuestos

529, Con los mismos datos del problema anterior, calcilense:
@) Recta definida por A, B, en todas sus formas afines.

b) Exprésese r,, mediante dos planos.

& Recta paralela a n y que pasa por B.

d) Ecuacion normal de I, y cosenos directores de
) Plano que pasa por C, B, y es perpendicular a Il

So% 1o il a2 s

! tridngulo ABC.
3 Voramen e irsiro formado, por T en su corts con los lancs coondendon.
¢ Distancia de

© Angulo que deerminan: 1) 7, ¥ 1 21, ¥ T

Se dan: P, —1,5); Mlm2e+3y—dz—
2 _
2

0; Mymdx—y+z—4

- Calelense

2 Recs que puns por Py ex pamlh 8 fo plaoas I, 3 T,
b) Posicién relaiva de las rectas 7, y ry=Il, ATl

) Distancia entre r y .

@) Angulo que forman r, y Tl

532, Con los mismos datos del problema anterior, calcilense:

a que pasa perpendicular a .
) Plano que pasa por P ¥ s ortogonal a los planos T Tl
D Asglo dery

53, Anslsn ol et o o plid Tty 24m2y

Tam2g+y-z

(0, 2,09(~4,3,-2)

@ Reca que, apoyindose en ry y s, es paralela a .
B) Recta que pasa por (2,3, ~2) y se apoya en rs y 7

535, Hillese Ja ecuacién del plano que pasa por ri=—=
; Mim2e-yt2=3.

triedro con Tlmy+2

536, Hillese el simétrico de P(1,2,3), respecto de r.

537. Se considera un cambio de coordemadas de sistema de referencia ortogonal.
Hallense las formulas de transformacidn,

Determinense las ecuaciones de los planos coordenados antiguos, en el nuevo sistema
de referencia.
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El espacio

538, reca aue g por ol origen o parlla al subespci generado
W oy (ol rkgacgubebuy il Gt plnge ey
52,2, 1. Hillese 1a acuacion de In recta Que se apoya. en las dos anteriorc, ¥ pasa
por ol punto (0,2, ~1).

535, Detemies I scsacidel en o, peand s o sun 15,5, s en

ool s dtrmiondo por 710, 3 72 {7

EE
T

) también es ortogonal a la recta
2%} tmbien es ortox

540 Hillese el punto simétrico del A(L,3,0), respecto del plano ms-+2y+2—

541. Determinese la ccuacién del plano que dista 1 del punto (3,2,1), y pasa por
z=0

543, Caleulense las distanci
1 Entre los planos Tm2x-+4y—2+
Be-su-26=0

5

2 et recas e 7

344, Discase 1 posicin reltva de los planos aue se ndican, en funidn de Jos
pardmetros
Mymaxt by+2=1
M=+ aby+-
Mt by +a:

, Detominese o pino que pita por ol punto AG, ~3 —3 s aralo a s resa
I8 o B vyt ey e g i,

546, Hillese el lugar geométrico de los centros de las esferas que pasan por tres
puntos fijos.

547,.Jn plano corta  los i on punos aue disan una undad 4l erigen De
el mérico de toda I rests e orman un it do w14 mad con dichs
Plano, sabiendo que pasan por of punto (1.2,

548, Determinese f lugar geométrico de los centros de las circunferencias que,
pasanda por un punto, son tangentes 3 una recta,
549, Hillese la swperfice cénica de revoucidn con vérice en el orgen, cie

rex=y=s, y semidngulo cénico, a=" rad.
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Areas y volumenes

Figoras planas. Descriptiva
Poligono regular

@

€ Circunscriptible.

$ingulo central: .=
+ fangato 4t potgono iteion): i
Poligono estrellado o poligono regalar cruzado (véanse problems 6.y 63

Areas

Poligono regular (r=a)

02 oen T
e

rontag z

r=radio de la circunferencia inserita
R=radio circunferencia circunserita
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Areas y volimenes

Poligono estrellado Poligono circunscrito

Cuadriliteros
‘Fosename Cangods o
" sie sz

Tridngulos
2oy <125
5
VoI BIPT
T -o =51 55) c
e

A i Mot GHERE
z )
Hu o e aturss correspondientes
Av‘ . vom radios Scenborencas Sinserin
& 3

[P —
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Areas y volimenes

Partes de circulo

“Cicilo

Semrt

‘Trapeci crevar

5= gierence de 5= giterenca de
sector ) con iranauio 048 o Segmentos.

Expresién analitica

NERR Poligono convexo
Tridngulo: $=5| 5 w1
ool
Cuerpos

Angulo diedro: Figura formada por dos semiplanos (caras), que parten de una
misma recta (arista).

Angulo poliédrico: Figura formada por varias semirrectas (aristas) no copla-
narias tres a tres, con un origen comun (vértice) y por varios dngulos pla-
nos (caras) determinados por cada dos aristas.

Angulo triedro: Angulo poliédrico de tres caras.

ligono proyectado, por el coseno del dngulo que forman su plano y el de pro-
yeecién.

Llamando ahora:

pr=perimetro de la seccién recta.  p, p'=perimetros de las bases.

de la seccion equidistante
de las bases.
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Areas y volimenes

area
Curno Ko Area toat Votumen

prisma bllcuo . s pect2s )

Frioma recto o pavin

Parteiepioedo porET)

Tronco de prisma .. ..

Pirdmide repuar 2va V2rarn B
i poligonos laerales diferentes, IP—

Prismatoide .+ -+ | ™ peral rdngulos, y MI|Bi18: aisiion

‘Tronco de pirimide e P armens |2 Gorn VBB

Gilindro de revlucién - Tmriin i

Cono de revolucion ... ... wrg weregtn) 135rh

; %

Trono de cono-. .| wtntnvg | stntgsraertgenl | otsrinn)

2
NN

52 TOE e an )

T g apgents

B
Vs 45

Vs [ L)
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Areas y voldmenes

Relaciones de Arquimedes: Si la esfera estd inscrita al cono y cilindro
(véase figura),

drea estera i
drea tateral clindro

drea tateral cilindro

drea lateral cono

drea estera

4 )

3 [N
drea total cono 9 D
volumen estera 2 volumen estera 4 volumen cilindro _ 2
volumen 3 Volumen cono 9 volumen cono 3

engendrada por un segmento que gira alrededor de un eje coplanario,
sin cortarle y sin ser ortogonal al mismo

“Es el producto de su proyeccion sobre el efe por la circunferencia de radio
el trozo de mediatriz comprendido entre ellos” (mediatriz al segmento)

Volumen engendrado por un tridngulo que gira alrededor de un eje copla-
nario que pasa por uno de sus vértices sin cortarle:

“Es el producto el drea engendrada por el lado opuesto a ese vértice por
un tercio de la altura relativa —de ese lado— a dicho vértice.”

Volumen (ABC):

ea (CB):
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Areas y volimenes

Consecuentemente :
Area de revolucién de una Volumen de revolucién de una
‘poligonal regular poligonal regular

PE—— —
Nt 1 i de oo d 1 el el s It
o S T TR RIS
b=k

Volimenes de poliedros regulares:

S=itea del poliedro;

p=distancia del centro del poliedro 3 una de sus
caras (en su ccatro).

2 2
27 - &z

aes en todos los casos la arista respectiva.

Férmula de Euler: Caras-+Vértices=Aristas +2.
Analiticamente: Véanse problemas 614 y 6.15.

PROBLEMAS RESUELTOS
6. Dediizeanse los posibles poligonos estrellados de mimeros de lados:
n<io.
Como el nimero de poligonos estrellados () de  lados debe ser:

ann asl y ack
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- Problemas resueltos

Namero uniendo
de_lados b mpalijomoe eptreliidos tos vitices de
3 — = .
4 = =
5 2 o 2en2
6 - pues 2y 3 son divisores de 6 —
-7 2y3 2 he 2en2ydeien’
-8 3 3 o
5 2y4 2 enedgonos 2en2ydedent
10 3 1 decigono Jen3

d

62. Dediizcanse los valores de los lados y apotemas de los pentdgonos y
decdgonos repures en funcidn del Tadio de'1a cireunferencia crcuncerita

Caleulemos primeramente <l lado del decégono.

T =36

44°=4m/5 rad.

El dngulo central serd:

Y el del poligono,

i trazamos shora 1 bisectriz MP del dngulo M es inmediato \Véase I

figurs) e los tridngulos OPM y MPN son istsceles, luego OP=P}
fwr ¥ si ahora aphumos el teorema de la bisectriz,
MN _ MO _R
PN PO Iy
Por definicién, el tridngulo OQM es recténgulo, siendo O (apotema)
V04275
y 2-MO=MN=1 luego de R=c,+(1/2:h}' => a=R- .

7

a) por lo que (susn!uyendn) e

B R L

D
Observando la figura, en el tridngulo r:cm\xulo ‘w
ABC, un cateto: AB'=AC-x, esto es, 4
Li0 [,
o
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Areas y volumenes

63. La suma de la diagonal y el lado de un pentdgono regular es
307,7684 m., se pide:

1) Su drea y la del pentigono estrellado correspondiente.

2) Las dreas de los circulos inscritos a ambos.

1) Segin vemos en la figura, la diagonal del pentigono regular es el lado
del estrellado, y éste, a su vez, es el doble de la paotema del decigono re-
gular.

Apoyindonos en los resultados del ejercicio 6.2, precedente, tenemos:

1) Segin vemos en la figura,
la diagonal del pentdgono regular
es el lado del estrellado, y éste, a
su vz, es el doble de la apotema
del decigono regular.

Apoyindonos en los resultados
del ejercicio 6.2, precedente, te-

de d+l=l+l=2eautl,

sustituyendo,

sor7ssa=—5- (/1042 v5+
2
+\/10-2 v?)

00,0000 m.

= R=

14694,63131 m.*

En el pentigono estrellado, el perfmetro aparente serd: 10-x (véase la figu-
1a), ¥ su apotema es la mitad del lado del decdgono, luego

pues en el tridngulo FGE se tiene:
B=2 42+ 2= (x+y)

I
Pero x-+y=—-=au, luego 2x:

. sustituyendo,

R 5
PR Reaak)

T

112256994 m?

. —.
V104275
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Problemas resuelios

V541
2) En el pentigono regular ocurre r=a, luego m;:...f:.,.xu“‘:i
segin el 62, lo que nos da como drea del inscrito: 20 561,99086 .

Anélogamente se hace con el estrellado; el radio de la inscrita es a;

2

por lo que su drea, sustituyendo valores, da:

irea=r(@p=riaety =T O g 09995004 me
G4, Dado el tridngulo de vértices A(3,0), AL6,4), A(6,0), coilese el
drea del cireulo exinscrito tangente d lado Ay

VAA=VIFE=S, AA=3 y Ad=4

[

65.  Hailese el drea del circulo en el que estd inscrito un rectdngulo MNPQ,
de lado MN=a, tal que desde el extremo del didmetro paralelo a MN se ve el
lado PN bajo un dngulo dado a.

Por comodidad llamemos x=AAs Sabemos que

=(p—x)or. entonces
= p=6 = px=1, luego drea pedi-

127 1/4=113, 108,

Trazando la diagonal MP, los dngulos ==,
por ser inscritos y abarcar el mismo arco NTP.
Entonces, a=POT, de donde:

ou
3

N,

a

a=cos POU=—. => OP=R=——"—
cos a=cos POU=7 Seon

luego

==r

La otra solucidn es inmediata, teniendo en cuenta
que a+a’=, y nos darfa lo mismo.

6. Calcilense las dreas de las figuras sombreadas con los datos que se
indican.

1) El drea pedida serd:
drea del circulo inscrito-+
“drea, suma de las dreas, de los cuatro sectores—
~irea del cuadrado=

=mecae T

— (e =2mc' 4 =20(m—2).
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e ———
2) El drea pedida es:

drea, suma de las dreas iguales, de los segmentos circulares de cuer-

das fos lados del tridngulo, menos drea del tridngulo (equilitero).

Al cruzarse los arcos de los segmentos en el centro del rnin[nla, dichos.
segmentos (de :\u:xda el hduy tienen como dngulo central :
Si llamam ns  al radio de esos arcos, tegemos como m. de cada segmento:
L2127 sen 120 =P 33/ )= =3
(u:wr)—(min;u.ln} (véase la parte tebrica).
Abora bien, si @ es la cuerda que subtiende al arco => sen 60°=2-
% (4w—3v3), y el drea del tridngulo am,

=> r=a/y3, luego cada segment
V3

- En definitiva:

equilitero,

e

) a V3
rea pedida=3-—L (=33~ = Gn—3v3)

3) Las dreas pedidas son las linulas de Hipécrates; buscaremos su famo-
sa relacién.

b < ay_
stsmr (3) 4n(§) +5(L) =54 Twrre-m=s,
67. Determinese el drea del poligono formado por los puntos:
(3,0 PALL1); PA=2,5); 4,05 PAL 33 PA-1,~2)
-Z(«.A.yrw D= LD 10412~ D (-4

(haciendo, p. ej. Po=Aq; PumAs;
PomAs; PmA

Pu=A).
jan los puntos dados, se ve que el polgono formado es conveso,
9. por tanto, Ia aplicacién de 1a formua s sorrec

68. Demuéstrese que sélo existen cinco poliedros comvexos regulares.
La suma de las caras ticne que ser inferior a cuatro rectos y ademds s6lo
5e unn de tres en tres como misire, phes de dos on dot son dngulos diedros.

formado por | de .. posiviidad nompre ¢ v [a
3en3 s tetraedro AR
rdngulos dend st octacdro 3| 6|12
equiliteros Sens s icosaedro | 1z |30
Gens o
3en3 s eubo 6 8 |n
cundrados b= =
3en3 st dodecacdro [ 12| 20 | 30
pentégonos dend ~o
hexigonos 3en3 o

0 hay més posibilidades.
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SE— Problemas resueltos

Se Hlaman poliedros conjugados aquellos en que el nimero de caras de uno
s ¢l de vértices del otro, y viceversa => los centros de las caras del uno son
los vértices del conjugado.
el cuadro realizado vemos que son conjugados el octaedro y el
cubo, el icosaedro y el dodecaedro. El tetraedro es conjugado de s mismo.

69. Sea una pirimide de base triangular, con dos de sus caras tridngulos
equiliteros y las otras dos restantes, tridngulos rectingulos isssceles. Hallese
el drea de la esfera inscrita en ella.

Supongamos, segin la figura, que los
tridngulos AVB, BVC son los equiliteros, y
CVA=90=ABC.

o = al lado del tridngulo equild-
tero, tenemos, §,=4rea de dos tridngulos equi-
literos-+dos dreas de los rectingulos isosceles

1RO+,

Hillemos ahora su volumen.
Supongamos, segin la figura, que la altu-
ra sea h=VN; como las aristas son igua-
N

10 N, como habfamos supuesto.
Entonces, VM=x-cos 45° % ya que el tridngulo CVA es isésceles con

el dngulo en V="

AT
Si tenemos una esfera inscrita en una pirdmide, hagamos lo siguiente : Uni-
mos el centro de la esfera con los vértices de la pirémide, con 1o cual tenemos
descompuesta la dada en varias pirdmides mds pequefas, que tienen todas,
como altura, la misma: el radio de la inscrita.
i calculamos los voliimenes de todas ellas —con respecto a esa altura— y
los sumamos, nos dard ¢l volumen de la pirdmide primera, de la forma:

drea total de la pirdmide)

en nuestro caso:

x
AT % donde.

e
drea pedida=tar=— 0
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Areas y voldmenes

6.10. Calcilese el drea de la seccidn producida al cortar a un cubo por un
o que pass por su centro Y por los puntos medios de dos aiias conse

Sean los puntos medics de enuncin-
a0 B panc dado serdi AC.Dn que se intercepta

logamente, 0 es punto medio de
Los tridngulos A,AM, MBN, N, o igua-
les; por tanto, AU=C.C=AM= 7,45 e
deir, o mitad e aaista, > PA oo
Au A, P estin alineados => A, es punto me-
dio de A'A.

Por lo mismo, Cy es punto medio de C'C. En
consecuencia, todos s vértices del hexdgono son
intos medios de las aristas r&mlwiﬁ.
Si ahora nos l')lmus en lﬂﬁ lados del hexdgono, son todos paralelos a las
dagonls 0 s caras dl b s iitero ()
éx. el An&ngnlo AAM es equildtero, luego AMA,=60" = ANM=
13 et o s dnlos ol hexigono = e cqdngo. Con
o Gimo y 16 de () legamos a
do @ a la arista dtl cubo, el lado del hzxigmm es panl!lo a la dia-

gonal de una de las caras del cubo por el punto medio => lado=

como spsma=tdon 32 = S=3- v L et

6.11. Dediizcase la relacion en que se divide el volumen de una pirdmide
regular de_base cuadrada, si al cortarla por un plano pardlelo a la base, el drea
de la seccion es cuatro veces menor que la de la base.
Como vemos en la figura, =" por Thales, y como, a su vez: diagonal=
2e'=tado-v2

4 ”I‘

6.12. En un cono de revolucion recto se han colocado cuatro esferas igua-

s de radio R. Tres de ellas estin en la base de forma que coda una de ellas
5 tangente a la superfici laera del cono . a las oras dos restante. La cuarta
5 langente & la supefcie latera el cono § @ ke res esfors amteriores s
liense el volumen del cono y el espacio hueco del conjunto.

102
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<cono debe tener como seccion ver-
tical un tridngulo equilitero debido a la
posicidn de las esferas (véase aclaracion
ca).
Descompongamos la altura del cono
en tres sumandos,
h

lado-

V32=2R-A32= R A3
A0, +1(0.0.0)+MB

M

¥ en el tridngulo O,DA, el dngulo en O,
es de 607, luego

Sustituyendo, h=RG-+3).
Por ser equildtero, AC=2BC=2-r si r s ¢l radio de la base; entonces
3443

Vi=tag 60°=tag C=— = r=
L ,,m@

e Pehe= R-G+V3)=

Hueco=V—vl-de las cuatro esferas=_ K3 +3)'~48].
También, aproximando: V=36987 549 56-R’; hueco=20232388 74-R".

613, Determinese la arista del octaedro cuyo volumen e treinta y dos ve-
ces el del tetracdro de 15,588457 3 v de drea.
PNE M
vo \m iS5
= a
El drea del tetraedro s,

12:a,
a,=6 m., pues:

4 4 15,5884573 = @,=3,000 m.

614. Calcilese el volumen de la pirimide de base ABCDE y vértice opues-
t0 a la base, V, dados por: A(0,0,0); B(1,0,1); C3,1,2); D(#,2,2); E2,2,0),
V(0,0,5).

Ecuacién del plano definido
por A, B E:

¥ vemos que (sustituyendo) C a0
ccuacion; por
tanto, se trata del plano del po-
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Areas y voliimenes  sasmoemmsss s i s

Area del poligono-proyeccién sobre ¢l plano =
50,0 DY E@2
(@ w); Gowi Gy

) y

5= =2 .

A0,

[EN7h

oy

2
Angulo de los planos x—y—

S0} seosy=

Area del poligono ABCDE, base del problema:
o S 2 _7

15, Halese ol volumen del plidro formado por los plancs coordenalos
 los ymz+y+2=a, l=x-+y+2=b, con b<

Buscando I forma normal de a
ecuacién de un plano,

g
raleas, pues ¢l mismo,vecor Ei
e a los dos planos.

drea de la base del IT,, =médulo de

tomando AB=(~,,0)

Al=(-a,0,0)
Andlogamente ocurre con Ia base del T, basta cambiar 1a a por Ia b,
=B Bt Bs VER)=2=2 I
3 3
@+bran=2"0"
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Hillense, en funcién del radio de la circunferencia circunserita, los lados de:
0 6 enadectpons. vt by o pnidecisoncs coneidon

617, Caleile imetros de los polfgonos regulares inscritos y. circunseri
[Rocitiocomgiiond imeiyr il il et

618, Dado un poligono de un nimero par de lados, demuéstrense las implicaciones:
@) Inscrito y equidngulo=>1lados iguales tos.
b) circunscrito y equilitero=>ngulos iguales dos a dos.

19, Proéhese que en todo paalelogramo la suma de los cusdrados de los lados
es 1o mismo que Ja suma de los cuadrados de las diagon:

. Hillse ol luga seomécico de los puntos del plano por los que, al trwar tan-
gentes 2 una misma circunferencia, formen cllas un dngulo dado

631, Bl purtuetro da un wridoglo et 80 e, ¥ s atuas, b0
: las medianas; las bisects

he=24 em. Calcilese s drca; Tos redios de las
e o chovmsatia 3 e, come st resecire s

622. En un tridogulo ABC se verifica que: drea=c~(b—cf. Calcilese A.

6.23. Determinese Ia altura que deberdn tener los rectdngulos construidos sobre los
Iados de un cuadrado para que, uniendo todos los vértices, resulte un octgono regular.

624, Caledlese el drea de una faja circular limitada
1) Los lados del hexigono y tridngulo equilitero.
2) Los lados del pentdgono regular y del estrellado.

Una clrcaternca do 5 m de radio s circinaeibe 3 un rectingulo de 4 m
de Snchur. Dcermiven o e toul 4 1o cotr sememes e Gue ducds dvdide
& clculo s contar 1 roctingal 3 In reacion ne g cnee e

6.26. Hillese el drea de un cuadrado inscrito en un tridngulo recténgulo de modo
que tengan ambos ¢l dngulo recto comin.

627. Al trazar una cuerda por el extremo del difmetro de una esfera y hacerla
106 a5bve ol i se Nace uom. diviida 081 vomen. bs dit. i 1 dos paries
iguales. Se pide el dngulo entre Ia cuerda y el di

relacién entre las dreas e dos rectingulos es 5/8, y las dimensiones de uno
o e S R e e e L Rl S

Dos cars Iteaes do uin pcknde 3 bue comdrungias s ontogoed
con ésta

e, y 1as otras formas un dagulo igual 8 cads una. Se pde f Pttt
e forman las dos dlimes caras aterale.

105
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Areas y volimenes

630, Dediizeanse las dreas sombreadas con los datos que se indican.

En Ia dltims, (6) Ia mayor drea limitada; ademds, la relacion entre las dos cruces.

<, 4; DG, B, v la del

631 Hillese el drea del poligono (L 1); B2,
tridagulo dado por M(L,2,1); NG, 3,2); P —1,0%

632, En un tetraedro queda dividido su volumen en Ia relacién 3/5 3l cortar por un
plano una de sus a Gzcanse las tangentes de los dngulos en que dicho plano
divide al dngulo diedro del tetracdro, si éste es regular.

. Calcilese el radio de una esfera que tiene un sector de volumen 0633 m' en
un casquete de 1,2 m.
634, La diagonal de la base cuadrangular de un prisma recto regular son 4 m.

y
un plano secante determina sobre las aristas segmentos de 7, 8 y 3 m. Hllese el volu-
men del tranco formado.

635 Las alturas de dos casquetes opuestos en una esfera de 10,5 m de radio miden
42'm y 63 m. Se pide: Volimenes de los sectores de cada casquete y de sus conos

iizcanse los radios de las bases de un cono  cilindro de revolucidn equiva-
Lentes en 4rea total y volumen, de altura h.

637. Al inclinar un dngulo de 30° un cubo de 7 m de arista sobre una de ellas,
estando lleno de agua, 1qué cantidad se derrama?

638, Un aula de clase tiene de dimensiones 7838 metros. Si se desca que tanto
los cuarenta alumnos c rofesor tengan cada uno 5,5 m® de aire, que altura se
doberia levantar el techo.

639. La distancia entre los centros de dos esferas, de radios 3 y 4 m, s de 5 m.
Calcilese el volumen comin a ellas.
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Problemas propuestos

0. Lo punts de s, de s alurs d cad o d s cars el 3
1 vertln e Spa pmid repuar G base siangu, de s By 10 ran sobre
o et de s . M 4 voumen d I iéiide.

641, Demssese g o drn de un el nsci e n roncs e con e mencr
aue la superfcie atera del cor

642 En una superficie plana se colocan: un cono circular recto (de radio 1 m
altura 2 m) y un soparte vert vuYuZmddmrmddumaymnumﬂmndgémh
con un.foco de Iuz en su extremo superior. Se pide cl irea de Ia sombra producids.

645 Dlsciae I posbiidad e que, s corar o wn o« un cubo s g
4, un cuadrado; £), un pentigono; <), un hexigono; d), un hexdgono regular.

644, Calcilense los volimenes limitados por las superfcis que se indican.

e pasa por un lado de la

645, En una pirimide segular cusdrangul
s i e e 1 S W oo o ol B0 - co 1 . S
el lado de la base e , caledlse el volumen de la pirdmide.

646. Determinense los volimenes del tetraedro.regular, del cubo y del octaedro,
inscitos en una esters de radio R.
47, Prdbese o pacioes do Arainedes,
cilense el drea y el volumen producidos al girar un hexigono regular alre-
dedor e um de s o
640, Un sten st i en un cubo de v 2o deteminess <l radio e una
de las eserss que e tangente a 1a dada y 3 tres de Iss caras del cul

50, i o reacin enee o vlumen de ua ivimide regia anglr 3
5 e ) nscrita 3 ol sablendo que el radio de esta Gltima e a tercera parte
de la circunser

PROSLOUS DE WATEMATICHS. &
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Transformaciones geométricas

El plano afin es un espacio afin de dimensién 2.
El plano afin es ¢l plano vectorial con la aplicacién

L VN, MEP,IFE V| N=M+5

I M+x=M => &=
L (M+D+§=M+E+)
El plano euclideo es un espacio euclideo de dimensién 2.

plano euclideo es el plano afin con la aplicacién distancia, o, 1o que es lo
mismo, con el producto escalar

(P, Q) >d(P.Q)

V0 EPXP, d(P,0)=] \Pm:\/ PO-PO=Vim G u)
Transformacion en un espacio geométrico es una biyeccion del espacio sobre
si mismo.
Transformacién en el plano euclideo es una biyeccién del plano sobre si
‘mismo.
Sobre el plano euclideo y también sobre el plano afin se pueden desarrollar
las transformaciones, llamadas afinidades.

108
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seométricas v

=5,05,=T de vestor {17
Bl producto de dos simetras S, y 5, i '
eeyror=p=

ntro P
RS G§lmplnlud 2
—
Conere el a1 e o mion

e Romiogn e tomown Lo 4,40
= constante ¢ g ok
b

s 4
.
[
i e s g

(Ih» a)‘(rvﬁbn
51 .80

IR

Homdteics < Some

i L

G20 (=5 - (ond)

Una semejanza § s igual a la composicién de una homotecia  por una con-

% uencia M
S=Moh
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Tronstormaciones directas

(%) Solo ks concénricas forman grupo

o que formen grupo.
Todo lo analizado en el espacio E; es trasladable al £ y, en general, al E,.

Por cjemplo, para que una transformacion afin en E; sea congruencia es nece-
sario y suficiente que la matriz de los coeficientes sea ortogonal

B 3366 -~

El que la matriz de los coeficientes de esa afinidad sea ortogonal impli-
ca que:

i ay Gut+ Gt + =0
1=a,+ay+a, aln+ Ottt ay
1=dtaita, s+ agta+ oy

14 A|=|AT-lAl=lAp=li=1

w175 Compencis it
~1= Congruencia inversa

- m
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seométricas

Orientacién
En el plano
c <
tore) 4&- ‘&

s

Signo del determinante

4 b oo d

PROBLEMAS RESUELTOS

T e eutieen s dmeter 5, 1 4 s de e oo
620, =0 e contersof vl ds wbripes G 1 O
TRl 2 vkl o oo e s st
age—"w e e prgrcn age—w pmet e g
L J N

e

-
) Resuélvanse grificamente las dos situacione
)

es.
b) Establézcanse las congruencias a que dan lugar las composiciones 5,5,
yses.

www.FreeLibros.me



Problemas resueltos

=@ 3) y &

—1), hllese la transformada

7.2, Dadas las trasaciones
de la circunferencia ¥ +y=

2) por sucesiva aplicacién de ambas traslacones;
b) por la composicién ty b

se mm el centro.

2 0@ = Cm@ -2+~

06,9 = Cm - -2 =4
B (6,2)

e e

S
00,00 076,2) PN
N ] L

Sl ()6 DE)+6)

7.3. Una traslacion t de vector 5=(4,0), se compone con un giro g de
contro G(6,6) y amplitud 6. Eidlense las ecuaciones de las transformaciones

Para componer giros  trslciones, se
ace dasemmpomlendy cath sea de las con- T
groencias en producto de

ue el segundo factor de b prime oa
coincida con o primer factor de Ia egun =

get=sesnenes
got=sio(sFos
De este modo se consigue ¢l cuadrado
de una simetria que, por ser involutiva, s =
la transformacién idénti
got=sieles,
got=sies

La simetria s, comiin a la £ y al g ha de ser de eje 51 y pasar por el cen-
tro de giro, de modo que es Ia dibujada.

La s, ha de ser tal que s; o 5;=t; por tanto, 51 3 y, ademis, 3;

La s ha de tener por eje una recta que pase por G y, ademds, 555
=430,
5 se cotan en A, bao un ngulo de 30 luego se trata de un gio de
centro A'y amplitud 2X30°=60"

=Giro(4, +60°)
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d(x_d;.m,:m.mn)
Ecuaciones.
-9 2 2 1. &
¥ - ]+4 || #=3 :
)
v [

J2ome(3)

Con la misma técnica anterior,

5 e la simetria comin, de modo que G € 5y 5 15.
5 ha de ser tal que GE 5,y 95=30"

1
AR YT oS, W Leidl

W3+18
tff)-ﬁ/z-ﬂy—n]?ﬂ

£ % 12 =432 E) 13v3+9
): ( )+ ( ;
£ V21 3-343
74. HNI!YU! las  ecuacione
siendo &(A 1200;
! e 5 s
pmans

HH El cje de la snnekrfl comn s ha de
maips ypor B
«8=Giro (G, %0x2=180")
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Problemas resueltos

Ecuaciones

(x—4) cos 180—(y—2) sen 180+4 | |

75. Estidiese la transformacién
1+V3n-2
—VExtat3

En forma matricial, se escribe :

(E)=(s DE)+)

(o ™D D+ 9
LA VA I VARV IR VA
se trata de una semejanza directa de razon V4=
el que es punto “doble”, o sea,
invariante en la transformaci6n. Entonces, basta poner en las ecuacions de la
transformacion z en lugar de X, y x en vez de %,:
Fin-2 =
B x,=¢3 g Centro (45,2443

76, Dada la transformacion
£ 4 0 -2\(x 5
(i,) (372 3)
Determinense la razén y c«rtm de xtmqa:lu directa.
Caractericense la homotecia y el giro concéntricos que la componen.

a2 G o

Las ecuaciones de la transformacién correspondientes a la forma matricial
dada son:

%8

i

El centro buscado A, es punto doble; por tanto,
n=-2+5
il TR
centro: AG
razon: V.

La homotecia que compone la semejanza es h ’

Para caracterizar el giro de centro A(3, 1) que compone, junto con Ia homo-
tecia I semejanza, falta por determinar 1a amplitud el giro. Para ello, puede
seguirse este proc

Se establecen dos vectores AP y AP, hom6logos en la transformacién, y se
calcula el dngulo que forman.
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Transformaciones geométricas.
Por ejemplo, se considera el punto P(5, 1) y el vector AP=(2,0)

tF

{ro.5=aP=0.9

AP.AP=|AP-|AP| cos ¢

VATO VT T6-cos p = 0=8-cos p = p=90"
El giro que compone la semejanza es g ?m?‘““ D

7. E1 cusdralo de vértces 00,0, A,0) B8 4)y C0.4) o transforma
por una homotecia de_centro e se gira c
Eonivg on Oy i 45 bty 5 OA" B Divuje, Hllnse foe vt
nes de Ia homoteci, las del g, e como s e e semefeea producto

T
T
T
T

T

74, Halense las ccuaionss de Ia homotecis, de la smetra y de la sem:
janza, composicion de ambas, segin
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Problemas resueltos

79, Clasifiquense las siguientes transformaciones en Ey:

H=3n4
@ [CRES!
=3n+8
transformacién (a) toma la lurm:
V22 —¥32 O 0
ﬁll 22 0 x|+ *S = AA= 0 ) = Congruencia
01 £ 0 1

Ademis, |A]=-+1=> Congruencia directa.
La transformacién () toma la forma

2 C(-2,1/2, -4
H=da 8 = m=—t

710, Estidiese y determinese la afinidad que define la figura, en la que
P P; Q- Q ylarecta MN es de puntos dobles.

(56 £ ) (-6

0, si se prefiere,
(@5 +bas+cx) +pi
2.3

Eligiendo_dos puntos “cémodos”,
en la recta MN =x=y=2, como pue-
den ser los

M2,2,0

se caleula:
@00=@4D 0.20—U1)  @20-020
2a+p: b+ +
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100 4
o1 o),+ i
141 2

7.\L. Establézcase la afinidad, segin los datos que aparecen en la figura,
como la composicidn del giro y simetrias indicados.

Transformaciones geométricas
Ademés, 2,2,)—@.2,1)
+2—1)+20+c, { a
+20+2A—1)+a =
+2A—1/2)+ A~ 1/ +e

Como |A|=1=> Congruencia directa.

s{ =z, ; seg

w=x
=212 A2[2 O\ [x o

‘ ’ ( A/5/2 V32 ﬂ)(n)i»‘ﬂ): AXA’
£ 0

1=> Congruencia inversa.

y lAl=
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<t Problemas resuelios

Delas L ricon 7y e i fipwss ditenliin o octir ABEw,
cugos vesremeh 4 et las rectas-

‘Supuesto el problema resuel-
€0 (2), se observa que una tras-
lacién de vector © actia asi:

r—tr

A€r——BEY

Entonces, ' N s=B.

Teniendo B(3), basta trazar . .
al vector AB de la clase v, como 1
se hace en (4).

7.13. Inscribase un tridngulo equildtero en un cuadrado, de modo que ten-
gan un vértice comin.

Supuesto el problema resuelto (2), se observa que un giro

| a6
actéia asf:
r—£.0
BE—— BT
o€DC BENFT
¢c8%] o-menFe
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geoméricas
Entonce, e gira ol cusdrado y queda determinado @ )

Basta girar O con centro €n A, un ngulo de —60°, para obtener P, comple-
tando la solucien.

704, Constriyase un tridngulo, conocidas sus tres medianas.

f T STTTTT Sean los datos los de (1). Suponga-
T se el problema resuelto, como aparece

en @)
> H Trécese el tridngulo simétrico del

: gramo ABA'C, que se dibuja en ().
Mirquese C, simérico de C respec-

o de B, y dibijee o tridngulo CA'A,

como se hace en (4).

5 cM [ es mediana d de CAA, y ade-

més, que significa

que’ 5 a v tridngulo

2.BN (/| media de ACC);
A'=2:B0’=2-CQ (/| media en
cca 2.AM.

A la vista de lo anterior, se construye el tridngulo AC'A’, de lados dobles

edianas-dato; se marca su baricentro By se concluye la construccién,
et & et B

i3, Comstriyase un tridngulo con datos el lado a, el dngulo A y la me-
tiana m,

1* Supuesto el problema resuelto, se ob- H
servan dos cosas:

@ que A pertencce a la ci
del arco capaz de A, construido sobre el seg- .
mento a;

b) que M es homélogo de A en una ho-
motecia

centro C u

con lo que

unto M, de otro lado, ha de perte-
necer a una circunferencia C”, de centro en B

N

io m,.
A'la vista de lo anterior, se concluye:
M=c'ne’
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Problemas resueltos

716, Dados los vectores no paralelos PQ y P'Q), homdlogos en una seme-
janza directa, encuéntrese un punto O, centro de esa semejanza.

Se determina el punto
o et je c.mmnmnc.. deter-
tads ok 4, B

e B bl ircunferenci 2 1a
que pertenecen 4, 0 y

Ambas circunferencias se cor-

tan, zdemés, en 0.
s rdngulos POO y PO on

I
o
ow_@'_T
o~
OPQ+APO=180"

N
oA GPo=0P0
OPY+APo=1800

6 Se concluye: una homotecia de
centro Oy razén VE=|PQ|/IF'Q'), trans-
forma PO’ en P07

i ¥ un giro de cen-

tr0 0 y amplitud a, lleva Q" a coin-
cidir con PQ.
E

PO.
I punto O es el centro de seme-
janza directa buscado.

7.07. En el tridngulo ABC que se facilita, inscribase un cuadrado, dos de
cuyos viértices consecutivos se encuentren sobre el lado BC del tridngulo.

1 Supongase conseguida la solucién.
* Constriyase un cuadrado BCP'Q'.
Bl cundado recién constrido s homoté
tico con el pedido, en una homotecia de centre
ovseh P F 5e st A i e cotar

42 Basta, pues, trazar AP’ y AQ". Los puntos
buscados son

52 No queda més que completar la construc-
cién PORS.
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seoméiricas e

PROBLEMAS PROPUESTOS

7.8, Justifiquese que la transformacion de ccuaciones

1 3
b ats

ot
e s b
SR —
R ——

721, Caracterfcese por su centro y razén, la homotecia

722, Calcilese

(2 :)(::HZ)

7.3, Hallense las ccuaclones del giro g1, de centro A(, —4) y amplitud arc sen

78, Comptgase o giro anierio 81 con ol g de centeo 00,0) 3 ampltud o
Hallense las ecuaciones de g% g1 y de #1° s ¥ escribanse

Determinese grdficamente (por descomposicién en simetrizs) y analiticamente
(unis byt cemeo 4 s compomcionss £re ¥ £ b redleadas soterommente

o E)+C)
TR

caracterfcense ambas congruencias por sus elementos invariantes. Después componganse

726 Dada la traslacion

v ol giro

727, Sean las simetrias axiales si=y=0; 5
) Resuélvase grificamente la wmpoﬁlum o s determimando el coteo 3 1

amplitud del giro 7, que resul
rical esa transformacion-giro.
+ip=9.

Escribase en forma mat
&) Hiice 5O sendo Cusit

78, Se componen las simetrias de cies

12
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Transformaciones geomitricas

A5Ls A5, siendo A0L1,2: BL5,D: AU-y5,5.2: BA-yS,
12 Do o de i 3 e el o I tonmacid.

742, Movimieno heicoidl s e produco de una tslaidn po un giro sobre uno
de los vectores de la tralacién, como e, Demuésvese que Ia composicidn de ambas
agruenis o i

743, Hallese y estidiese ¢l grupo de afinidades que defa invariante la hipérbola
=1

7M. Detrmioess In st conoresa do ks . 7 6 de vectocs sepacivo,
segin los efes trirrectangulares de

745, Establéacase ol lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos de
una determinada longitud, cuyos extremos se apoyan sobre dos rectas-dato, que se cru-
zn bajo dngulo de 90",

746, Se tiene Ey con una referencia ortonormal, y sobre é] se considera Ia trans-
formacdn que conisie en proyecar Sobre 1 plano mvc0. Detr minese o mateiz de 1a
transtormaciéa, nicleo y conjunto de vectores que tienen por 11,1

747, En £ te conidersn as smtrtas s, 5 9 o sein lo jes de coondnads
rectangulares. Determinese 1a. composicion 5° 51° 51

748 En Ei se cstablece una simetra respcto de la rects y=tg s 3 un iro (0,0
ccutciones de ambas translormaciones, 1as de S8 inversas —si SxSteR—,
o o s compeones ok e e

749 Sobre el cje OX sc tiene una semejanza x - ¥, de centro 4 y razén —3. Sobre
>, producto de una simetria (ceniro =-4) y una homotecia (centro=2;

Se hace corresponder a cada P(r,y) » P'(x, ). Hallese la ccuacion de la
aioidnd que tene por homalosos do ALY y B3, . los A"y B, dados por dicka
corresponde temas (—

750. En el By de la figura se define una
transformacion a través del producto vectorial
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Funciones reales de variable real

Intervalos abiertos y cerrados

Se llama intervalo abierto de extremos a y b (siendo a<b) al conjunto de
nimeros reales x tales que a<v<b; se representa (,b).

Es decir, (¢, b)={xla<z<b].

Se llama intervalo cerrado de extremos a y b (siendo a<b) al conjunto de

niimeros reales ¥ tales que @ < x < b; se representa [4, b]. Es decir,

[a,b]={xle<x<b]

|

Se definen también los siguientes intervalos infinitos:
[a, )= {xlx =>a}
@ =)={zix > al

(=, d={xx<a}

€

=, @)=xlx <al

i

125
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Funcidn de variable real

Valor absoluto

R- x5 x>0
oAl f —xl=| —x si x<0
0 si x=0
Propisdaies
W =2 @ [x+yl <+l [} m—M <le-yl
@ y=y 6 |x-bl<k-d  © ae>—a<x<
Distancia
@

Rxr—LL R0 0}
(o y) ——> d y)=ly—|
(e, =0 =>x=y

iy, 2)
3 < it ey

Rola o entorso (de centr  y ol )z E={x € R/le—d < ).
Consecue ta bola es un intervalo abierto, ya que por a (6) del valor

xEE(@) <> € (@—r,a+r)

(x,9) € AXB| AXBCRXR].
B: syl
Rec [=ly€ B/ € A; pES

Domi
Recorrido de f:
Funcién uniforme: Toda relacion que cumple,

S @YESy @2)Ef=>y=z, por lo que,

Funcin real de variable real es una aplicacion de un subconjunto A del con-
junto R en

@%ACR, A—oR
x o )
Srdice de-ii tuslia =100/ o Gy e il (5 RN C RER e
pueden ser dibujados” en un disgrama cartsian
wminto de ura funcion 5 & ttérealo de R sobes cupos elementos 4t .

Domf=A={xE€ R/ Ff(x) E R}
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Funcitn de variable real

Recorrido de una funcién / es el subconjunto de R, formado por todas las
imégenes de los elementos de su dominio, segin /.

Rec f=f(A)=|[(x) € Rz € A}

dominio: (a, d)

d recorrido: [, §)

fominio = (a, b)
recorrido = («, ) U (. 8]

dominio: (-, +)
recorrido: [~1, +1]

Los términos correspondencia, transformacién, mapa, operador y funcidn son
sinénimos.

Una funcién / se dice uno a wno si s inyectiva: f(r)=f(x) = =2,

A<>Dom/=.
Una funcién f es | sobre B<=> Rec[=f(4)=B
en B (A)CB

Dos funciones f y g se consideran iguales solamente si tienen el mismo con-

funto i, e mismo confunto e,y =g) ¥ del copfunto i
Dade una funcion {24 -> B.se lama restlcién de {2 ACA,y s¢

por a1a funcion fo A‘ - B dada por f{(x)=f(:) VX € Ai; a la mmn/

D o wtvasiin 1

Sea B,C B. Se llama imagen inversa (o reciproea) de e B por 3l conjunto de

los elementos de A cuya imagen esté contenida en By, Se : B,
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Funcitn de variable real

Funcién inversa de una f:A - R, cuando existe, es la funcion f- tal que:

V€A [lU@I=x

13 Sl sicetl 3 milelsis, farkaia o At
posea inversa es que sca inyectiva.
Contecucntercats, s inverss & tambidn uao 4w,

incién compuesta (si procede) de dos dadas f y g —y en este orden—
By =g ot por hx)=(g « NR)=lf(x)]

Ls condicién necesacia  sufceate ar que sea posible 1t composi
cion gof, es qu
Rec [N Dom g=@

@

Se puede escribir A'=/-[f(4) ) B] en el sentido que se da a [ en la teorfa de
conjuntos, no es que se trate de funcién inversa

Si f(A) " B @ es posible componer, y el dominio de g« f es:

'1f(A) N Bl=|x/f(x) € B}

La situaién ideal s squels e qve (A)C 5, en cuyo caso (A) 1\ B={(4) 3,
por tanto, el dominio de g« f es A’=/-[f(A) N BJ=["[f(A)]}=A, o sea, coincide
ity

Si f(A) ¢ B, entonces ha de hacerse una restriccién de dominio a A'. La fun-
cion y=/x) es

Gréficamente :

—2), VxEA  (ASDomf)

V€A

fx); A es el periodo;
acotada si 3k € R* [ [f()| <k, V€ A

‘multiforme: véanse problemas 8.2 y 8.7.

Monotonia en un intervalo, esto es, cuando los x,€ [a,b]:
crecic

<f(x)
4 no du‘r«venle x.>x.:rl(h)>l(tx)
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La funcion es constante en el subintervalo [a, 8] de los casos (2) y ().

Limite funcional: Limite de una funcién en un punto x=
lim f))=K <> Ve>0, B=5()>0/ <[x,—a|<8 = [fx)~K|<e

EL valor €>0 se fija a voluntad, pero el valor 5>0 viene condicionado
por el e,

Debe advertirse que el valor & no es inico, pues si vale un valor & tam-
bién vale cualquiera menor que 5.

La definicion que acabamos de dar puede interpretarse grificamente dicien-
do que la gréfica de la funcién estard dentro de la banda definida por las para-
lelas al eje x a las distancias K—e y K-+e, siempre que los valores considerados
de la variable ¥ (105 x) estén dentro del entorno E,(@)=(a—8, a+3) excluido el
Punto @ que puede ser tal que f(@) esté fuera e incluso no definido.

20

A

Casos particulares

+o0 <> VP € R, 3=8(P) >0/ 0<|x—a| < = [(x)>P

— e <> VN € R, 36=5(N)>0/ 0<[r—a| <5 = fr)<N
Ke>Ve >0, IM=M(E) €R*/x>M =fx)—K|<e

4 <> VP ER,IM=M(P) € R* | x>M = [()>P

— <> VN E R, IM=M®N) € R* [ x>M = [0} <N

o=

lim )=
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Funcidn de veriable real

K<>Ve >0, 3m=m(e) €R"[x<m = fx)-K|<e
+o0 <> VP E RY, Am=m(P) € R | x<m => [()>P

tim f@)=
s — <> VN E R, 3m=m(N) € R~ | 2<m => [())<N

Unificacton 1im [ =K = VE(K0,3E,@) | (@~ (al) C EK)
“donde @, KER=RU || =recta complementada.

Limites laterales
Por la izquierda:
lim fR)=K, <> Ve>0,36=5)>0 / 2. € (a—8,0) = f(x) € (KD

Por la derecha:
lim f(x)=Ky <= Ve>0,36=5()>0 | 5, € (&, a+8) = [(x) € E(K)

tonces existe el limite en dicho punto (de la funcién) y toma ese valor

Si los limites laterales de una funcién en un punto son iguales, en-
comin. La proposicién reciproca no es cierta.

Algebra de limites

lim () +g(E)=lim ) +lim g)  $i 5>0 y lim fe)=A =

i (19 ) =i fEONUim () Vi )=+ o b1 = lim
” o h'm[(x)~——-, b>1 aumm.,_n

tim )= A.-n:»umW 23

i ’\.>:nm (I(x).

%)

tim )=+ 51 = lim log, /(9= +=

lim f3)=0 = Iim —,(—)~_

b>1= h’m log, f(x)=— o

i )=

'll:l:f(x)A o= mnm

Si lim f(x)=A>0 A lim gx)=B

Indeterminaciones: i 1m
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Funcidn de variable real

Infinitésimos ¢ infinitos
Una funcién f(x) es un infinitésimo en el punto a€ R si lim f(x)=0.

( 7027 v 90e): it e el oo & _ )

oo e ersen

12 g sten pueor 1) do orden 0
Eors respects 3¢ 91315
b

i 202

250

Fora K- sa dicen
eouiolentes

con 0<ld<eo

1)
S =g
nitésimo K(x—a)".

K40, se llama parte principal del infinitésimo f(x) al infi-

Notas:

@ Los infinitsimos mds cémodos para cstblecer el orden de uno dado
son los binomios (x—a)" cuando x
b Dos infiitésimes son equivalentes <o tienen la misma parte principal.
) Ellimite de la razén de dos infinitésimos no se altera, si los términos de
la misma se sustituyen por otros cuyos valores respectivos sean equi-
valentes.

Una funcién f(x) es un infinito en el punto a€ = si lim f(x

Todo lo dicho para los infinitésimos se aplic.  forma semejante a los in-
itos.

[ G e g )

Equivalencias
i in 11410 g ot
Ll e ey Ll vty
s 81100 15 100) w0 ot ltter 1
orc sen Hae F06)~are R 105) uml' e e

W rmees | SOOI G sl ~hn
( )|
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Funcidn de variable real

) (T
Commee - o, Feenr)

[ErE—
o

165

1 1

e
- o, | [
T

Nota: En f caso ) de discontinudad de prsars epece, o ambos s
son reales, la diferencia entre ellos (derecha-izquierda) se llama salto de la fun-
cién f en ¢l punto

PROBLEMAS RESUELTOS

8.1 Hllese f(x+1) sabiendo que f(x—1)=+.

Segin el dato x~1——— ', luego al elemento x—1 le suma 1y a continua-
cién eleva al cuadrado. Por consiguiente :
fa+=(+2¢
82. Dada la relacion {=1(2,~1), (0,2), (~12), ©.1) (1, =D} CRXR.
Sepid
1) Dominio y recorrido.
2 gBs funcibn sformé? Dedizcase una nsmmén suya que si lo sea.
3) Discitase la existencia de una Iwmén invers
1) Dom f={-10.1,2} 2.
2) Como los pares (0,2) y m 1) tv:nen el mismo primer elemento, pero
distinto el segundo :./ n0 es funcién uniforme.
=D, (1,2, 1,-1

flAAL

11,2}, sf

553

AI no 0 ser f funcion unforme, evidentemente no posee funcin inversa.
o e funcidn wiforme, basard sveriguar s I elcion
inverss o 6 amiitn unore

”
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Problemas resueitos

(1,2), @, ~1), (=1, 1)} 10 es funcién uniforme (el ~1 tiene dos
imégenes), por lo que tampoco f, pose funcién inversa.

Demutstrese la propiedad (2) del valor absoluto.
Recordemos que supremo de un conjunto es la menor de todas las cotas
sipgions,y qut misins ev ol eprem 4 g al conjnt
r o tanto, méximo < cualquier cota_superior. Te
Iz, x| =5l e cota speron o <x,
|

|, Tueg y<lyh —y<ly
sumando ordenadamente : x+y<\x\ et < Il = £ €5 cota

i
superior de et
Yoo por Getiiion fr-+yi=mis. (rag, o} § = S BB

o esto en cuenta,
e S 2k
<

. —

84. Averigiese la paridad de las funciones (: =2,

f-n=L1E. f(x)=>es funcién impar

T+
E=D=(=; x)' 2 A= g

()= es funcién par

85. Calcilese el periodo —si procede—de las F(X)=7 cos 5X, G(x)=sen'z.

FOCEN)=7 c0s SKHN)=T cos (SX+SN)=7 cos (5X-+2m) = A=2/57
como:
vl ser
G)=sent x=sen* (~x)=G(~3),
su periodo es: A

86. Dada la funcitn y=[(x)=|ix+12), se pide
1) Dom f; Rec { y su grifica.
2

4 IXEKII(X)ENJH
5) Monotonia y acotacién en (~2,1}.
1) Tanto si z es positivo, como negativo o nulo, el criterio de Ia funcién
es l valor absolto de un poinomio, por consguinte:

Dom f=(=, +=) Rec [=(0, + )

Grife: Tomatce 1 =y n dplanos s wided bace & quierda

y dos hacia
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Funcion de variable real serae smcmm N —

Con esto tenemos la yy=|x-+1/~2, y habré que tomar de esta iiltima todos
sus valores menos e dibulo de 105 £ (=3, que ser ofsimético respecto ol
efe de las

> Fd=tee o=

—4,-2,0,2|, ya que:

ntl= 3= 2
2= 1= =]
ntl=—3=x=—4
llx+11-2/=

LEtl= 1=x= 0

\x+l\—2~—l:\x+l\:l/
MaHl=—l=x=-2

3 [UDI=F0)=1x € Rifey 1.

2 orlo dutucite e s parios 5 3 ameHors paree er qu o ntr-
o pus aue D E T l] sera ¢l (~4.'2), pero poniendo (véase la figura):
(-4, , 1112, observamos que en Se=(=4, 3]

nte y f(5,

=3 -aure Cu g, un_lado, f|[-2,
1,2] y, por otro, fi(— S o buscado en S,
apoyindoncs n que ot o vt
=CHUUQ 1 £ & monbtons decrscinte y operando de
anlogs o qn= en el = (0,1] es ol bus
S o cresions 3 11 0D, |||qo u 2) es vilido.
En definitiva, |x€ RIft2)€ (0, )| =(~4, —31U (=3, ~2 U0, 1U(1,2)=
U3,

S

5)_Si ponemos [~2, ~1]U (-1, 2, 11, nos fijamos en que, si x, %€

€122, 21}, Siendo 315 74 1> 501 com ambos mierbeos negativos, Taego
[+ 1[<[eu+1], de donde [si-+1]~2<]x+1{—2

 de nuevo estos dos ltimos miembros de 1a desigualdad son negativos, por lo

‘que, al tomar valores absolutos => f(x)>f(x;) => f es crecit

ente.
e forma amlloga se tabaf e 0 ercal (1.1 sahéndoncs en este caso
que f es mondtona decreciente.

130
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Problemas resuelios
Por I monotonia estudinda, el mayor valor de [(3) sed: [(~1)=2, y ¢l me-
nor para =1, {()=0. Entonces ) en el intevalo dato est acotada superor
& inforiormente <= est acota
Formalmente podemos pvnen RNERY |f@) <2 VxE[-21)

87, Halense las ramas y puntos de ramificacién de la funcion multiforme,

¥

=4t
ramas [B=HVF
p=+ VAT
puntos de }
ramificacién

88. Dadas las funciones [(x)=2"+3 y gfx)

1) Andlisis de la compuesta.
2) Hallar sus inversas.

1) Tenemos

de donde

Rec [NDom g=@ y  Rec g Dom f=(~=,0),
por tanto, s6lo procede hablar de la funcién h=f « g, y su criterio serd :

e

Ademis, Dom h=g-'(Rec g 1 Dom )= € R/g(x)
s que este dominio de f lo

h)=flg);

H)=gx) = V3

por tanto, g es inyectiva => posee inversa.

Llamando %:y’(]»t} 1, 3
==

209 omo tuncin inversa de 1a dada.

135
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Funcién de variable real «

89. Dediizcase el dominio de la funcidn h(xy=Vz—2-

alores de h existen siempre que x—2'=x(1~%) > 0.
Eetudiemos en primer ugar los e hicen posiia. esa expresién, serin:

@) x>0y 1-#>0=> x>0 y 1>, x>0 y 1>Jz], luego x€ (0, 1)
b) x<0y 1-x<0 = x<0 y 1<#, x<0 y 1<Ix), luego x€ (—, =)

En segundo lugar, los x € {~1,0, 1| anulan dicha expresién.
Dom h=(—e, ~1]1U[0,1]
810. Pruébese que
x+1 Vx+1
= 5=
o=/ e

En efecto,

QU1 +)

n g es el cociente de dos funciones, por 1o tanto su dominio serd
Ia mlevs:c:lbn de los Sominios de elas. alvo Tos valores que anulon al dence
inador. Entor

(Dom ~/x+l)ﬂ(Dom VitD-
- —1-2|=]

evidentemente Dom fDom g. Por ejemplo, g(~3)3 y en cambio f(~

811 Hallese y compruébese el limite de {(x)=5x+7 en el punto a=2.

xE(@-8,0): n=198 ..s¢ aproximan a 2
-

I6 169 165085 % amvomen 2 17

1 x=201
> s 17,05 17,0005 ... se aproximan a 17

x € (@a+d): 2,0001 ... se aproximan a2
fx)

intutivamente pues, tanto por 1a faqierda como por 1a derecha, los odores
funcionales se aproximan a una constante: 17, cuando est los puntos
muy préximos al 2 pero runca e a==

se la llama “limite de la funcién” en ¢l punto a.
Veimcolo ahom formamente,

@) =17|=|5x+7—17|=|5(x—2)|=5|x—2| <58

bastard tomar €=55 y entonces:
Ve>0,38=¢/5>0/0<|x—2| <8 = |f(x)~17|<e

el que 2)=17 es pus colocidencia. Es que en este caso I uncidn dade s con-
tinua en ¢l punto a=2.

156
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Problemas resueltos

8.12. Demuéstrese que
1) lim(@-3x+1)=~1
2 lm G D=+w
sl

Y B

y calcilese ¢l & para que (x)<—10.
D3l (- D=2 =l - ) G- 2=l 12 <
< Je-1|(jx]+2)<8(6+1)
ya que de 0<[z—1]<b = |x|~1 < [x—1|<5 => [s| <3 +1.

Liamando 8(6-+1)=¢ => 5"+5—

, de donde

Vitde
2

pero Ve>0 = VIF4e>1>0, y como el radio 8 de la bola debe ser positi-

Vo= Ve>0,36=—Y 1T HL

>0.

En definitiva:

Ve>0,35: #—M’IOQX—“(& = po3rt1-(-Dj<e
2) fx)=3x"+1>PER* :L‘)T‘(P—l = Z>‘/ 3
tomando la segunda (pues % > — =)

AP Vr<o/)

y podemos poner:

VPER?, 3m=

L=

<NER =

3 3
3 de fr=—=5 #=2>—1, de donde
3

—-2)< >0; luego, si tomamos &

37

www.FreeLibros.me



Funcion de variable real
8.13. Estidiese la contimuidad de la funcién f()=(1=E(x), lamada “parte
entera de x".
Sabemos que todo nimero real esté comprendido entre dos enteros conse-
cutivos, es decir,

pero (@)
En el punto

= los
tinua d

De la
¥ 10 enteros, con lo cual Ia funcién parte entera ¢s discontinua

. VrERBEZ[z<x<zHl 0 xClnztl)
entonces se define :

1
r—Lr -tz
, esto es,

F )=z x—o lil=z

¥ la funcién “parte entera de x" es de R

32, ocurre

Gzquierda) lim [

(derecha) lim (x]=—2 [ %0 fguales = lim [z

-3

2, luego f(x)=[x] es continua en

, ocurre que (=23
(izquierda) lim [x]=
(derecha) Jim [<]=

(véase a figura)

Jimits laterales en p==2 son distntos, po Io que 3 (<] = s discon-

e primera especie  d
“misma manera s estudian los demds puntos, clas.nmdulos en enteros

T e los pustos de sbaciss entrn y contimua en los estantes 6 deir, 80 -2,

814 Anlicese la discontinuidad de la funcién g :}
B o
a-D="2 y g=L, luego

0

son puntos de discontinuidad.
Estudiemos el x,=1.

09, fymgle); @, ey

T ™ im0 et Higiendo

) en las
Ll o e 300 b e

lagin, & tomamor D> 0 ton h-‘o tenemos:

2+h h(1+h7 Tk = he-h
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I o e i e et v ekt Problemas resuelos

luego, flx)=g(x) si x.€ (1—h, 14+h)— |1}, por tanto, si
3lim =K = lim g)=k pucs [ge) —KI=lge)—K]

Como el lim x+x

(@
Hm £x)=] I(m;( 1—h)=] Itmm 1im-
lim g(x)=lim g(~—1+ k)=
Jim o=l h=lim 2

Iuego los li
n=l.

En x;=—1 tiene una discontinuidad de primera especie con salto infinito.
Grificamente,

tes laterales son distintos y, por tanto, no posee limite en ¢l punto

Nota. En este iltimo caso hemos factorizado gf2) al hallar los limites late-
e e mis cmodo)y s igadades ) son e al pliar e resutdo de
caso precedente cuando estudidbamos ¢l pun

v gslE 1
(15 Dionsiridales de e fiions o= V5 W= gri =g
’
g B

Semicontinua por la derecha. ontinua de primera especic.

me———— A —— v o s s 139

PROBLENAS OE WATENATICAS. 10
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Funcidn de variable real

AW N KT S
ARVINRVANY

0, pues [sen 1fx| <1y lim e'e=

- no existe, pues lim ¢/7=0 y el sen l/x ni esté definido ni tiene

0 T s i o i ot

idad de segunda especie.
816 Demubstrese que si [(x) es continua en
Deiteathucnte; Y pam 5=

cide con su limite en dicho punt,
S, g uma ot da i Abuiien que,

a, también lo es la |f(x).
es |/(@)l. Veamos si también este valor coin-

1)~ @] < fex)~@)]
Pero por dato: lfm f(x)=/(a), luego [fx)—f(@)<e, en definitiva,
Ve>0,38=5(e)>0/ [x—a| <8 = |[ft)i - @) <&,
que s la definicion de funcién continua en x=a.
817, Sean f(x)=x+x—2 y g)=r'—4z+3. Averigiiese,
) donde son infnitésimos smulténacmente
2) sus drdenes y parte:

1) Como ambas funciones son polindmicas bastard hallar sus ceros y elegir
los comunes.

1x € Rifx)=0} N {x € Rg®)=0]=1-2,1| N {1,3}={1}
pues, al ser continuas, 1im /(:)=/(1

2) Lo haremos s6lo para x

¥ lim g =g(1
, los otros casos son anilogos.

i @G+ _0 . x+2 _ 3
x!:x‘ 4x+} = GDE-3) 0 = 23
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o Problemas resuelios

en tal caso, f(x) y g(x) son del mismo orden en x=1.

ol m%gt, et =1 e o1

lo anterior, => ord
Parte principal det (e) o 1(:4) yla de g(o) serd: —2x—1).

818, Prudvense los equivalenciat: L{142)~ s, cuando x0; y si n€EN,
L@ +ax o +a) ~ L

o HOD
7

0
g =lim L) =L lim (12 =

Llamando, por cumodxdmt H(x)=a*+ax*"+...+a.; para probar esa equi-
valencia bastard probar

tim (E9__1) o, emonces i (L)1) =y LIOLE
) (artr )
L S e

8.19. Estidiese la funcion f(x)="

e en las proximidades de x=1

Desde luego, es discontinua en =0, pues [(0)=0-¢
dicho punto nos da esa indeterminacién.

e, y su limite en

lim x-e==lim (—h-e~ ) =lim
P sy e

=0 negativamente

En cuanto al limite por la derecha, observemos que si ¥ —» 0% =

¢ _ =
im xeette= lim =T infi
luego, lim x-'+=lim —~—=—", pero el infi

=z +e,

B

exponencial es de mayor

e i
orden que el potencial, por tanto: Jim 5=+ <. En consecuencia, f(x) es

discontinua de primera especie, y su grifica se
mente por la izquierda, y aparecerd por + <= de I

acercando a cero negativa-
y positivas decreciendo.

820. Ejemplos de cilculo de limites

2\
P .- < B )™ 1
R Y A VRSN
F\3 3 3
2 V-1 _0_. 1 1 i
a2l 0L GEDWRHED VE+gE+l 3

S ———
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Funcion de variable real

) lim z-sen ;‘— en principio no existe, porque sa-:— para ¥=0 no esti

determinado; pero fwn—:-lsx, de donde el limite pedido es: 0-acotado=0

tgm _ tag(rim) _ tagmGerl)
O Mm = e ®HL s FHL
si -1 tagmy w
h:xﬂ»u)i“:‘i," SO
7 tim- £ =0/0=(como lim@=1, &~ 1 ~ L&) ~ lim zle
S
)

G 2y

9) lim (cos 3x) 5= O~
=

10) lim

(Véase el ejemplo 5)

sz
1) U ZEEE e % (10 tienen Mmite sens, cosx;
o EFGOSE L 1, cosE
=
_ 140
pero estén acotados)=—o-=1
2 b}
(121
P-2u+1 00— oo ( A x )
12) lim = lfm
e AR Fw o m x-(z+l)
z
&
=tambin dirctamente ~ lin -
112
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Problemas propuestos

'
i L ey
= g

im Lo -
T (viase o ciemplo 7)

PROBLEMAS PROPUESTOS

81 Fijense los dominios de las siguientes funciones,

o VEEE B - 9 B-DE-) @) L)
o sen(Lo) h Lsens) 9 sen(agz) g

822, Dada 1a funcisn f(9)=sen 5, determinense los intervalos:

PR} 2 e 3 1€ R <172)

8. Dedizase ol domin recomido .10 posiiidad de la exisencs de funcide
inversa, en cada una de as funci

242
s

b wE2 o Ve @

2
P L o 2=

834, Determinese cuiles de las siguientes funciones son pares, cudles impares 3,
en Ias que proceda, hllese su periodo.

D @+ar 2 Le4VIHD 3 Stasde 4 senvx
5 Vaes § sendx-cos2e 7)) I 9 I

825, Prutbese que Js| Sa > ~aSx<a

836, Sea fip) 1a suma de p términos de una progresién aritmética. Pracbese a
1p49)-30+2+3fp+ D=1 =0

827, Hllense: dominio, recorrido, gedfica y funcién inversa de,

D M=t D =

. Determinense las ramas y puntos de ramificacidn de las funciones:
@ # B e o acsal
829. Dada la funcidn f(x)=2"+2x3, se pide:
D G D FM-3,00 3 Monotona y acotacién en (2,01
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Funcion de variable real
w30, Estidiese la composicion de los siguientes pares de funciones:
D f=x, g@W=seaz 2 f0=VE g=lx ) FE=2-% GH=——

determinando —si procede— el dominio de la compuesta.

831, Demuéstrese, haciendo uso de la correspondiente definicién, que:

@) lim (@-20+7)=6 b lim x-sen 9 lim @-x)=+=
2
@ lim @)= o tim—Fomie n -2

832, Hillese el orden, parte principal y compirense los infinitésimos,
D =235 #0="
2 Fe)=G-2-4c-2, GE)=2¢-1lr+3 e x=:

3) fay=yxt v 6@

Tox

833, Caleilense los limites que se indican:

T

B » m{z5)

Bl o 5) I_l!w‘(lfr)l-u;‘x
VR

SARE R r..c

x—sen 20
10) 1im SR m m——
W rrsendc =0 senmx

P
i o

A cos
e

2sent xbsenx—1

16) lim oo S TENETL
= Zsent x3senx+1

0 aiies 3 timemens 2 tn(.

22) xIﬁl.l(lwenx)"" ) .L’T”tux“"/{‘h
20 Jm (a2 = i
()T m(emE)
s
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~ Problemas propuestos

834, Dedizcanse los intervalos de_conti
los ubiera de las funciones quo s indican, todss son y=o)

i42d y los tipos de discontinuidad —si
.

D e 2 cosees » o P
5 s
]
) acws o 15 VE
17) xelx| 18 = 19) cosx—x
R ———
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Aproximacién lineal.
Derivada y diferencial

Aproximacién

Las funciones f y g presentan una aproximacién de orden n en el punto
siy s6lo si:

1 fl@)=gl@)

ﬂaw;i(aﬂ’)"" -

‘ambién se dice que f y g presentan en a una tangencia de orden n. La idea
intuitiva de tangencia recta-curva coincide con la lamada aproximacion lineal,
© aproximacion con orden de tangencia

Condiciones equivalentes a las recuadradas son

Dos funciones [ y g n veces derivables en cl punto a,

presentan tangencia de orden n en ese punto, @
f@=5); F@=5@; I@=8'@; i [
Derivada de una funcién en un punto a
@t i1
ol i) ™

El nimero f(a) coincide con la pendiente m de la recta tangente a f() en
T(ﬂ fa).
La recta t=y—f(a)=[(aXx—a) tiene una aproximacién o ajuste con f(z) en

16 oo
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e L e Aproximacion lineal derivada y diferencial

4, de orden > 1; cualquiera otra recta que contenga a T presenta un contacto
de orden 0 (es secante)

Funcién derivada

Una funcién es derivable en g, si existe el limite [3,31; 1o es en (q,b), si
existe el limite [3,3), V€ (a,b). En general, y en ot aciaonts

METECY v,m..,nﬂ

y=f@

Derivada y continuidad

y=I(x) derivable en a |=>| y=f(x) continua en a

ﬂ"h‘ - || 2 1mp0=1@

3 lim

Derivadas laterales

na funcidn como la de la figura, presenta un “punto anguloso” en A, y
(R semitangentes, Consecuentemente tiene deivadas disintas, a a dere-
cha y a la izquier

1)~ fa)

f(@)=tga=lim

1@)~He)

im 27

fay=tgp

(Veéase problema 9)

Funciones no derivables

L funien { s deiabe e g, 5 f(e=F e Hay fncioes o derales
rque: la-)=fla;); 22, no existe alguna de las laterales;
@ i o 1w ) oo o ) ey ot s e A0,

3
xsen -0

=0

flim
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Aproximacicn lineal derivada y diferencial

Derivacién
Funcion=t) | Derivadas=1) Deriadas1)
K (constante) o i
x 1
arctg. L
= =
sen etz =Sk,
* 142
£ h.
s e argshx
1
e =k arsChx
shx arx
e o argThx
1
e Gr sxowE =
-1 (@) o(x) W)
he
o Shix ulx)-v(x) wotu'
1 ulx) wo—u’
Lx 2 .
3 o) 0
1
Tor x Lione o) oo
- Lu z
-
arcsenx o
wr

Derivada de la funcién inversa

Las funciones f y g son inversas, es decir: go f=f s g=1. Entonces

£

1
T

Este resultado resulta con frecuencia muy cémodo, como puede apreciarse
en el problema 9.
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Aproximacion lineal derivada y diferenciol
Derivadas sucesivas

D D D
YA s Y =0 — s Y =) s o

o bien

@y

D D
Y= —— Y=g ——Y

4y D4y
s

Ala derivada de y={(x) se le llama primera derivada; a la de ésta, si existe,
segunda derivada; y asi, caso de existir todas, hasta la n—1, a la derivada de
ésta, se la llama derivada de orden n, supuesta su existencia, en el punto, inter-
valo o dominio el que se esté hablando,

Derivacién implicita
Véanse problemas 9.15 y 9.16.
Derivadas de funciones paramétricas

Siendo x=/(1) e y=g(t), las derivadas primera y segunda toman las formas:

y= dy _ g0 P 4y _gOI0-1'0-g0)
EZN (I 3 ror

Diferencial

El interés cientifico de considerar la diferencial en un punto, procede de
que ¢l siguiente limite es cero:

,)i'_',', A;dy i I(n+AX)fAl)(‘a7*/'(ﬂ)AX

Eso es debido a la tangencia de las funciones y e y Para incrementos de x
pequefios”, la diferencia de incrementos de la funcion y de la diferencial es

T ———1
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Aproximacion lineal derivada y diferencial

b

de orden inferior. En consecuencia, puede manejarse la sencilla ley diferencial
en lugar de la funcién, sin incurrir en error excesivo. (Véase el problema 9.22)

Curva osculatriz y radio e curvatura

‘urva osculatriz de una determinada familia G(x) a una funcién f(x) en un
punto , es la g(x) € G(), de mayor aproximacién o ajuste a f(x) en a.
Radio de curvatura de la funcién en ¢l punto a es el radio de su circunfe-
rencia osculatriz en ese punto. Su valor es

Coordenadas polares

Coordenadas cartesianas  Coordenadas paramétricas
y=f0 © p=l@)
¥=g0)
_ | YIFOT | = | YEEEY ’ V@Y
! r e PE2pTpp” |
rg

Forma inplicita: {(x, )

en la que A:

a K, de una curva en un punto A es el inverso del radio de curva-
tura, considerado con su signo.

1
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Problemas resueltos

Tangente y normal
¥=1)
Tangente en T

e =y HO=r@-=a)

Normal en T
= 18 e
nLt = nmy—f@= o (e=a)
En M,y en My
fom) = fomy=0
3 ¥
n=y=fon);  r=y=fom)
EnB,

linf@=e = s=:
Angulo de dos curvas

Angulo de dos curvas que se cortan en A=dngulo que forman sus tan:
gentes en A,

£
_ l@-g@
@@

PROBLEMAS RESUELTOS

Hllese una pardbola del tipo y=+"+bx-+c, que sea tangente @ la cur-
(x=1Y, en el punto x=1.
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Aprosimacidn lineal derivada y diferencial

Procedimiento primero:

F)=(1-1y=0=g)=1+b+c =

La tangencia del enunciado es de orden de aproximacion 1, por tanto:

(th—1Y—[(1+hY+b(1+R)+] R—Q@+bh—(1+b+o)h
3 G

La pardbola pedida es y=+"~2¢+1.

Procedimiento segundo:

Ho=g =s1+bre=o )
(=31 i o i
Formanss | (D=8 =2+5=0
9.2 Dadas la pardbola y circunferencia de la figura, [(:)Y=y=2"y g6c) '+
+§~y=0, indiquese su orden de tangencia en (0,0).
v 1©=0)
Pardbola
y=2  yO=0
o v=2; yO=2
Circunferencia
2c+ 24—y VOG0 i 0=t
242+ 2 242:0+(0)2:0-y"=0 = ¥ O)=

El orden de tangencia s 2 Se trata de I circunferencia osculatiz de la
pardbola en origen.
93. Hllese el onden de aproximacion de f(x)=senx y gx)=cosx, en un
entomo de x=/A.
i SR —sen @R

" 0. Como lim 2K ) i, o timites0 = orden de

s B
=0 => ambas curvas se cortan en x=/4.
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e i e s e v Problemas resuelios

94, Hociendo o de In defvictn, detvese y st e grtica de la
Peos Al funcion: f(x)=|

i
h

[y

Si¥>0; x+h>0=> [@)=lim “:

Six<0; x+h<0=> f()=lim

—senz, si cos¥>0
senx, si cosx<0

En cos x=0, que es nuestro caso, los resultados son los que aparecen al pie
de la figura.

g5 = by

=tg 135>t

Lo mismo se repite para x=(QK+1m2 KEZ.

155
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Aproximacion lineat derivada y diferencial

Estidiese la derivabilidad de la funcion “parte entera de x".

96.
fe)=Ex) [@)=0,¥YzE€Q-Z
I
I
97. Sea la funcion
.7
s {unx s -G <x<n
x-msi w<x<6

cuya grdfica es la que se dibuja. Estidiese su contimuidad y derivabilidad
en z=

Continuidad
@ fm=0
B) lim f)y=lim sen x=sen 7=0

) lim f@)=lim (x—m)

De b) y ) se concluye que lim f(x)=0 => () continua en 7.

Devabiidod
0 tn D) s

x-m—(r—m)

o lim 1)~ femy
T
De d) y ¢) se concluye que al no ser iguales los limites por la izquierda y
r la derecha, sus derivadas laterales no coinciden v, por tanto, la funcién
no es derivable en x=r.
@ por aetncen
15
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Probiemas resueios

98. Derivese

= m“"’..

sen(1+coss)—(—sen)(I—cler)

=
Trer Ve
L1 enclresstiees
2 cos x (I+cosxf
(Vs

_1 lbcosz  2senx senx __senx
2 T—cosx (i4cossy | (I—cosm)(IFeosm)  I-cos'x

\
v sen'x  senx .d
95, Do
v.m«y’;”
[ema]
z
1: y=(sen x)'*
)

3 : : ol Ta [
2 Se aplica Ia deivada logarimica: 4= L(sen ) +——__—wcosx:Lx

Lisen )

32 Se despeia - senr}'"(

vgen)
S gl A i e i g

!
TV

sy

9.12. Determinense las derivadas n-simas de las funciones

b), y=senx

ProBLES o€ MATEMATICNS 11
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Aprosimacién linal derivada y diferencial

R m—. (gﬂ)

—sen (r+x)]=sen (z Ttx)

en(r)-{ oo

9.13. Calciilese la derivada n—sima de y-

Previamente conviene descomporer 1a funcign en suma de fraciones con
denominadores lineales. Para ello se usa el método de los coefic
terminados.

241 241
FoE2 @G- a2 -l @=26G-D

2e41=AG=1)+BE~2); para x=1 = 3=—B = B=—3
para x=2 = 5=.
Entonces,
3
()
5 -5 D25 D 325 5ent
-2 =7 = @ =g
Anlogamente,
3ont
DG
Asi pues,
156
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Problemas resueltos

214, Calediense loc codicientes de la ecuacién diferencial "+ +by
referible a la funcién y=e"

et

yme e

Sustituyendo en la ecuacién diferencial dada,

8ot a —e~F—4e") + be~+ 2e) =0
e n+a)+e~nm —da-+2b)

Identificando coeficientes :

+y. Luego, hllese ().

915, Derivese implicitamente la funcion y-x

Siendo, en este caso, ficil de despefar la y, aun cuando no se pide en
cnunciad, harsemos peanero 1a Gerivads por o mékode “mortal® ¥ Tt de.

Tivaremos implicitaménte.

*-2x
mymr syt = SR yo=d

1

Para, derivar implcitamente no es necesario despeiar previamente Ia y, sino
que a ésta se la considera como lo que es, funcién de x. Asf, la derivada, por
S, de 4 e 244" Togameels o mestre ejercicio:

Yertly=2e4y = ya—D=2e—y =

. corresponde y=-3. para calcular ¥G), su

En la funcién dada para x:
mos el par (3,9/2):

P 2-3-92 _3

o) -

9.16. Derivese implicitamente #+y'+2cy=0.

3y =y

38439y + 25+ 20y =0 => Y Gy +2%)

9.17. Derivese:
dx
a dy _dr __ acost
e . 1)
%4 —_— a ar T —asent
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Avroximacién linea derivada y diferencial
9.18. Derivese:

2: at—sent)

y=all—cost)

L
25en -cos
L 2O

asent
i—cos 1) e

9.19. Hallese la derivada segunda de
? x=arcost

y=bsent

3
Fsen't

becost
Setgt
—bsen t-(~a-sen t)~(~a-cos ) (b-cos 1) ab(wn’H»cus‘r)

—awsent

(—asenty
1-x
T+x

y=
9.20. Calcillese la diferencial de y=

“04n-0-9
[(E=

D!ltrtnzuse:
LFF=arctg
dy—y-dr
&

(e dx+ 2y dyy=
W wars N
dy~y ds

PR - 1.

921

1
iy
dy-=da(-x-y)

aumen-
ro. Calcilese el

ay=
922, Un cuadrado tiene de lado dos metrs, Detrminese en sty
ta el drea del cuadrado cuando su lado lo hace en un milimet
e o comete o voer ferenctes en T d novaedon,
A2~ #=2,001:-4=0,004001 m*
il 200010004 n*
0

S=

www.FreeLibros.me
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Problemas resuelios

95, Determinese el ceiro y rdio de curoaturs, en un punto AL,y de

una funcin f, dos veces dife
14 ecuacién general de una circunferencia que pase por un punto 5, ) e
(x—a)-(y—py=r m

Por ot parte, para que sea osculatriz n (5 3 1 funcién | b de cumple
y=1.y" acién implicita dos veces se obti

: 2x-)+ 2y~
24274 20"

Al simplificar por dos y sustituir ¥, y" por su valor, se tiene cl sistema
enayp:

(- +—p)
1+ + =B
del cul se educe
LR,
&
: Byt 0T
y sustituyendo en 1a [1]:
| VOGP
,N

9.4, Evoluta de una curca es el lugar geométrico de sus centros de cur-
vatura (e, B). Segin esto, determinese la evoluta de la curoa f(§)=x"+3.

Coniderando en las formulas de centro de curvatum (problema anterion)
las variables (a, f), vienen dadas en funcién de %, como pardmetro. De
modo qu

I+¢)
T

.25, Calcilense las ecuaciongs de la. tangente y la normal a la pardbola
Y=e=Ta-12, sendo la primera de ess ectas parcll a o bisctiz del primer.
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Aprosimacicn lineal dervada y dierencil s

Siendo T el punto de tangencia, en la pardbola p, y v la bisectriz,
yn=22-7

m=m, => 257

TEp=r—Tr+12

—0=1.(z—d); tmy—x+
=(—1/m) (z—A)s m=y 2+

936, Estabézcanse en el punto t=nih, las ecusciones de le tangente la

normal a la

dy  dr _ sent+tcost ”(","4%:’

Y=Tardr T cost—tsent |

I _dtw (v
o e G

927. Caleilese el dngulo que forman las curvas [(x)=-5~ y 8()=—3
en su punto de corte de abscisa postiva.
1@ ngx) 102, 2), (~+2.23)]

=2 r = [WD=2=m=tg

22/9=m=tgf

—8x T
F@= gy = EWD=
w2, e
5

9.28. Determinese el dngulo que forma la tangente con el radio polar en
o % de la lammiscata p*=a* cos 20
p_ V@I _ oo

s e A3

)

9.29. Dado el movimiento s=0—2¢, calciilese: a), la ecuacién de su ve-

do
ev=pz

2Vdcos

-

150
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e RS i i Problemas pesuellos

locidad; b), la de su aceleracidn; c), averiguar en qué instantes se para el md-
vil; @),'si va acelerando o frenando en el instante t=4s.

930 Un depdsito esférico, eldstico, de diez metros de radio, lleno de helio,
se vacia con un caudal de —1 m¥/min. Caleilese la velocidad de disminucidn de

S=tnRt => dS=baR dR =5 —gar I
e s dav_ 2
av dR ddt R

4
V=1 7R = dV=+ L, SN LB
3R = AV=taR dR = =R

f, +(=1)==02 m/min.

931, Desde O, una fuente ldser, en movimiento circular uniforme con
locid angster de w115 e lonsa e veyo, barrendo 1a banda 7. Calolese
la velocidad de barrido en A y en B.

3
pmwnt = =T

5

o
Fa

)

En A, x=0=1=0; (%)_

it = sect

(F).5%

En B, x=8 = —

T
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Aprosimacion lineal derivada y diferencial

PROBLEMAS PROPUESTOS

932 Hilles la pardbola oscltrz, de las de e parselo al de ordenadas, de la
funcitn y=x'—264 35 +47—4, en un entorno del punto x=1.

933, Jusifiquese_que f grado de sproximacida de las funcioncs seno y tangente,

en un entorno de =0, os 2.
934, Haciendo uso de Ia definicién, hillense lss derivadas de las funciones si-

suienes:

O [0=E@)="parte entera de =",

B =—

933, Esabltzcnse las derivadas, deerminando Ios dominics 3 dbuando las g
ficas, de Ias funci

@ A unx\: B g=lsents.

936, Estidiese la continuidad y derivabilidad de la funcion que so establece, en

=1
s —wp<x<a

[ B

337, Clilnse o linies nesles de I fncién aue e indic, n ol puno de
abscisa nula y concliyase st ¢5 o no derivable
(el SXERUO)
na={3
938, Derivense:

@ y=VEFT

9 v=-tasnm
B

939, Derivense:

= =
@ T b e \/xﬂ

Derivense las siguientes funciones:

41
=

‘/.Wx

942, ymsendrbcos 2

a3, =g

et a-b)

stz

o0, y=1Z
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Problemas propusstos

J1+ieGn)
T G/

9.63. .,=% LCwh 29

954, y=arcsener 9.64. y=arg Thx—arctgx
L4coss 9.65. y=arc senx-arg Shx
=41

956, y=arcsen i

56. o

957, y=LLlsec)]

9.69. Hillense ' ¢y de y=Litg x-+secx)

x=2-t
y=rs1
x=2 sent

S0, Hallense i ¢ v dof

971 Calcilense i/ e y” de

cos 2t
972 Usando la derivada logaritmica, calcilense las derivadas de:

e
- SRR

)
973, Hllnse as derivadas msimas de:

142
@ y=cosri B y=22; 9 y=

974, Calcilese Ia derivada n-sima de la funcidn

975, Hillense los coeficientes de Ia ecuacién diferencial 1+ ay*=byy", referida a la
1

funcion y=—#+x+1.

7

9.76. Justifiquese que la funcién
~2y'+

, verifica la ecuacién diferencial '~

Cllellese o 3 b en ar'by'+ =0, gara que la ecuacion diferencil sea
ién

.77,
verificada por la funci

[sapde o dervacen implcta, billes Ja pendiete de 1o tngente @ 1a cirun-
oo tel vateareppad o oy positis

9.79. Derivese implicitamente:
a) B Gy
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Aproximacidn lineal derivada y diferencial

Derivense las siguientes funcion

a2 ?
oa3. ;
.

985, Hillese v de

}uu
v

536, Caleese v de §

97, Eublescas I dervada segunds de |

Jusitiauee que ¥ € 6. by de I foncin =2, conrspondint & un i, el

991 Jus
vale'a y+ae-12, cuando

592, La cxtnsin de un eulivo bacteriodgco se puede considerr <n 20 desrrollo
como un tridngulo equiltero, cuyo lado crece lu/dia. Determinese la velocidad de cre-
Cimiento de su superfce, en' el momento n que su ado es de 1385

299, Siendo 5t 4l s, hllese 85, o e e 5 comet al izt
1 kv e o 93 s, s ) i 6 Sk e P
e 107

598. 12 e e sodrs o s s =, i - € 1 e
T nemenin

395 G o cror cometd o s by s i de 1 i =2,
ot ot 323, e o e 84031 240001

996, Hills I crenfeencia sz 3 13 curs =125, 8 0.

297, Deteminese I cirenierencia sz de x4+ 2—4=0, cn FL, 1.

238, b 12 cvcitn d ot de I cuve =B

298, Clclene tas svciones d n ngee 3 1a s o urs v
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o e e s s s ocs Problemas propuestos

9.100. Determinense los puntos en los que la curva y=2¢+3x'~36x+8, presenta
tangente paralela a la recta y=6x+2.

 determinense las ccuaciones de sus tangentes en T,

Dada 1a curva
i
sabiendo que TO=3, siendo 0 el origen de coordenadas.

9.102. Caletlense las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva y=(+2),

9.103. P(2,3)€p y 0B,13) € p, siendo p=y=as'+ bx-+c. En su punto de sbscisa 1,
paralela a la bisectriz del primero y tercer cuadrantes. Determinense los
valores de a, b

P
248, Cuciles l fngolo G0 sendo T ue puto ds Cot4 S5450; 1 1t angene
4o 1 Tuncin en 7: s 1 angente a a funclon 62 P, 9 P

9.105. Determinense los puntos en los que las tangentes a la curva u:
de inclinacién /4.

=

9.106. La paribola puy=————2c+12 corta en A y en B a los efes OX y OF,

ropetiramiate. Hillcs o eimacenie d!an tngases o 1 curra‘sm Ay vm. By sl
como el 4ngulo que forman.

9.107. Encuéntrese el punto de la curva y=x'—3z+5, en ¢l que la tangente forma

un dngulo de 90° con Ia recta —2y+3=0.

x=2t—sen )

2400 B o et 3 e b i {72500, s
-
e et g 1 g 4 12 7
340, G o et 4 et s sl 14 o
J-rases
T
:
-
o
R —— -
it

9111 Justiiquese que las normales a la envolvente de la circunferencia
x=cos t+tsent
y=sen1—r-cost’

son tangentes a la circunferencia x*+ =1,

= 8
Ty = e

9112, Calclense los dngulos que forman las curvas /(o)
sus puntos de corte.

9113, Justifiquese que las hipérbolas 11—y

165
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Aproximacion lineal derivada y diferencial

914, inee e dngulo que forman Ia angeni y el adio plae n of puto de
contacto, en la lemniscata o

215, Jusitiquese que en el movimiento s=a-et be-tt se cumple que la acde-
ik propeomn o sopacio  cuBe Ttent dnh orkmantn
s

—161. Hallese Ia aceleracién en los

9.116. Un mévil lo es segin la ecuacion
puntos en que se para.

3

2417, Un deptlo sboen Invertido s un rergerador diferencel de are Hauid,
dentro de un reactor industrial de sintesis. El sire liquido se inyeeta por su parte suj
entria

rior a razén de 10 Is. Calculese la velocidad de aumento de superficie de enfriamiento,
en cmls.

9.118. Un mévil tiene la trayectoria xy=10, de modo que su abscisa x aumenta uni-
formemente una unidadls. ;A qué velocidad varia la ordenada, cuando el mévil alcanza
bscisa 57

el punto
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Funciones derivables. Gréficas.

Optimizacion
Monotonia
Intervalo ‘Monotonia
Vx€(—w,m) xn<xn=>f(x)<f(x), [ es creciente = f(x)>0
VEE(m ), | m<n=[x)>fx), | es decreciente = () <0

VEE(m +), 1 <x=>[) <f), [ es creciente = [(x)>0

Extremos locales

e ;“"’ { <= 340pve€ A, 109 < fom)

n es minimo local
de la funcién f

{>3m001v € 30, 169> )
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Funciones derivables. Grdficas. Optimizacidn

Los extromas locoles (supuesta
18 inion consiams Gegenmes
Gecrecenel hparon mievaion
% Gstma monotonia,

hay otros puntos que no son o s puntos e o s

Como condiciones suficientes para la existencia de méximo o minimo local,
puede escogerse una de estas tre:

Para que una funcién derivable en a tenga un extremo local mi-
Ximo o minimo en ese punto a, es suficiente una de estas tres condi-
ciones, supuesto f'(a)

1. La curva queda al mismo lado de la tangente

1) < f(@) = méximo

VxEA@ 220 | 1)> (@) — minimo

2. La funcién derivada cambia de signo en a
ot } [G=h)> 0> fx+h) = miximo
x—h) < 0 <[ (x+h) = minimo

3. La segunda derivada en a no es nula

¥'(@<0 = méximo

o0 {1050 minime

Teorema de Rolle

i £ s una funcién continua en [, ] y derivable en (a,b), tal
que /(a)=[(b), hay algin punto ¢ € (z,b) en el que

168 mimmnmorasea S —
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“= Funciones derivables. Grdficus. Optimizacicn

lo en A se cumple el teo-

rema de Rolle. 0 .
En B no, porque f(@)=f(b).
En C, { no es derivable en B r1
todo (a,b). [ i
En D, [ no es continua en (9" ¢ < & LA —
f@5) B o
Interpretacion grifica: hay ]
un punto en que la tangente es s |
paralela al eje de abscisas. Y il
e ot
Teorema del valor medio
2 1 una funcion coninua e [a 8]y desivable en @ ). Exse
un punto c€ (a,b) tal
)@
o= 101 L
Interpretacion grfica: hay un punto en ¢l
que la tangente s paralela a Ia secante.
Teorema de Cauchy
¥ & son funciones continuas en (4, b] y derivables en (q, b),
PR s iy
1®~f@ __f()
) €O
Teorema de Ia media generalizada
2 1) contnus n o ineralo cerrado [ b, derivabl n veces
Hay=0;
19
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Funciones derivables. Grdficas. Optimizacicn

Regla de L'Hopital

tim (<), en donde { y g son derivables en un entor-

1o de ay existe lmej. e it cinide con im "’; 1

Si lim f(2)

Desarrollo de Taylor
El desarrollo de Taylor se puede escribir

[(a) @) 1446
(A A e

-

f@)=fa)+-

W .
R@= Gy 6o £€@a)

Ri#) se lama resto del desarrollo de Taylor, y la expresion hallada de
Ru(x) se conoce como resto de Lagrange.
La expresion mis general del resto conocida como resto de Schlomilch es

1)

(x—ap—§,

Ry

P11

donde p es un nimero natural arbitrario.
De esta expresion se obtiene el resto de Lagrange haciendo p=1
p=1, ¢l resto que se obtiene es de Cauchy.

Si hacemos

Serie de Taylor
l

) eyt

f=fla)+ /

D (emat .t

a se llama serie de Taylor para disinguia del desarolo
inite, No tene s . s ows, paso al jando el nimero de
sumandos crece,

im (1@ + L -yt m"’

1 (= aJ')

@)

@—ar+...

f@

=far+ ‘,) G=at..t

o5 puntos en los que es vilida la representacidn en serie de Taylor (o sea,

ik ‘que e resto tiende a cero para n -» =), forman un intervalo de centro @

que se llama intervalo de comvergencia, que puede ser como caso particular cero
o toda Ia recta.

m
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Funciones derivables. Gréficas. Opinizacidn

Desareallo de Mac Laurin
En el caso particular de que a=0, el desarollo de Taylor se llama de Mac
Laurin,
0 o) . p
f@=o+L2 x+...+f’: ) r+7(’"+(f’ -

Concavidad y convexidad, Inflexiones
La funcién es concava en A, porque en un
cierto entomo de ala curva esté en un mismo
semiplano que AP € v; de manera andloga, Ia
funcién es convexa en B, porque en un ci
entorno de b la curva esté en distinto semi-

plano que BRE

 untos cono ol L en o que 12 cur
pasa de ser concava a convexa (o viceversa),
. angente stravice a 1a curva, 7 s¢ Naman puntos de inflesin,

) indefinidamente derivable en g, es

a primera derivada que no se | [ [*(@>0
anla, a partr de la de segundo
orden, es de orden par <o

v
concava en a
-

convexa en

La funcidn y={(z), indefinidamente derivable en a, tiene un
tapimers deiata
punto de inflexion en a<=>["(@=0 A [*#(a) %0 pan.w e
undo orden es de

orden impr.

El esquema para aplicar los criterios expuestos se expresa en el siguiente
ngrame, que puede servi de is para s tenias chvcsios act o WS,
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Funciones derivables. Grdficas. Optimizacion

Asintotas

@) Paralelas a los ejes

b) Oblicuas:

Método de regiones

Se trata de un método auxiliar para el dibujo de curvas.

1. e descompone a funcidn  dada en producto de funciones sencillas de
dibujar. Asi, de y=/(x) => y-(x)- g = () £5).

2. Se dibujan cada una de las g(x), con lo que el plano queda dividido en
diferentes regiones, tales que en cada una de ellas daré un mismo signo para
cada g(x).

En cada una de esas regiones existird 0 no la funcién y=/(x), segin que
1os dos miembros de la igualdad establecida en el punto primero, tengan signos
iguales o no.

Han de tenerse en cuenta, ademds, los siguientes puntg
tos d inteseccidn de cads fuclon del primer miembro de 1a
guldad coublecida en e puato primers, cou cada uma do las e e
gondo miembro, san de I curva, et verifiea sn ecvaciéa.
5 La cuva es region: pero 1o 1o es el cje OY=,
ctar comalctos en I deseomponsion electuada.

0, de no

) Como al pasar de una a otra regién contigua, una de las g(x) cambia de
signo, segin ¢l punto 3, las regiones posibles donde hay curva se suce-
den alternativamente, con tal de que g(x) no sea una potencia par, puc
entonces, no determina regién.

Ejemplo:

F34r
P2 EHD=G—1) x-2)

Tomando un punto de la re-
gién m JJor eiemplo ol (0.9,

igualdad del punto 1 tienen ¢l
mismo signo:
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Problemas resuelios

PROBLEMAS RESUELTOS

10,1, Estidiese y dibijese la grifica de y=3+20~38~4x +4.
L Ramas parabilicas: Si y=P@)=aa"+ax"'+...+a,¥+a, siempre
ocurre que:

.
P

) =a ()
dependmndn os sigaos ug e los dos limites 0l sino de oy de Is pridd de
nuestro caso:lim

curva viene de +e= de las , desaparecien-
do por +es de las y.

respecto de OY.

2° Simetrias: Vx€ ®, [(x)ﬁ[( x) => No es simétri
T~~~ respecto de O

x) = No es simét

32 Intersecitn con los ees:
O.9€Ef

(1,0)Ef (doble)
ras v=0= G0 2] (i

Y= =1 n+-2; u=-1/2
¥ (1)>0 = ‘minimo u u)
¥-2)> inim
w—l/an = minlmo( 1/2, 81/16)
Intervalo _y'Monotonia
=, =2~ decrece
(=2,-1/2) + crece
(<12,1) - decrece
(U, +=) + crece |
59 Concavidad y convexidad. Tnflexiones : /
1-v3 1 9]

2
()0 = Inflexién (_A2

¥7(c%0 = Iflesien (5
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Funciones derivables. Grdficas. Oplimizaciin  sescwmsea s e e 2

Intervalo y" Concavidad|convexidad
+43
(4240) + o
102, Estidiese y dibijese la gréfica de la funcidn y=—¢ 15
1* El dommxo de la funcién es D=(—e, 1) U(1, +-:) © bien, R—11}.

VSED, i8l) = No o sideres epecto de OF.
~ (=) = No es simérica respecto de O.
32 Asintotas:

= No tiene //0X

-2

@3, -8/3)
42 Puntos de corte con los ejes:
Unicamente 0(0, )€ f.

5 Monotonia y extremos locales:

3)
S =

18x+6
G T ey

<0 = méximo (3

y=0=1x
Intervalo _y'  Monotonia

1=0; 1=3;
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Problemas resuelios

Cuadro de valores | 1 ]
I | 1
L - i T I
= 5 T
-1 s s
[
2 -8 W
3 -4
4 -6

i
s

82 Posicion de la curva respecto de la asintota

Jim (ye—y)=+0=>yc>y,

x+2
)

[ lm @e-y)=—0=ye<y,

Un modo de sistematizar y registrar los cdlculos, puede ser el cuadro si-
guiente:

+o | coreosinon en

a3 ,-8/3

103, Estidiese y dibjese la grifica de y=x'~2x|~8.
Se descompone la funcién dada en las
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Funciones derivable. Grdficas. Optimisacidn

Como ~Js e siempre negatvo, de la 3 han de tomarse las £<0, y de
1a y, se usardn las x>0, resultando la grifica que en la figura aparece c
trazo grueso

y=p-
Considérese la y=3~3
¥>0; ¥;>0; ¥’>0, VxER :
1LOEy; O.-2€y

im

4=3">0 = curva porencima de 0

1 s
T (o, 11, 53] e imétrica de

aprovecha en la figura, para dibujar |1}
de trazo grueso la curva pedida. H

105. Aprosimese, mediante un_polinomio de tercer grado, la_funcin
y=senx.

Para x=0 =

Usando el desarollo de Mac Laurin,

DU S
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e Problemas resueltos

106, Calcilese, usando la Srmula de Mac Laurin, sen 0,3, y acdtese el
error que se comete al tomar los siete primeros términos del desarrollo.

fo=fo+-LP
sen x=0+x— ;‘ '+T] sen (6x)
sen. 0,3 0+0,3—0— DGMS-;‘HZJ-OMGOZDZ; -0
sen (6x), y sen (6x)<1 =
0000000016272321;  e<1.10*
Ademis, habiendo dado el resultado hasta la novena cifr: imal, ese nii-

mero_viene afectado por un error menor que 1X10”, Teniendo cn cuent
ambos errores, (1x 10-*+1x 10°=1,110), la tangente de 0.3 ha sido calcu-
lada con un error de 1,1X 10, ES decir:

0295520195 <tg 0,3 <0,295520217

Los desarrollos en serie de Taylor y Mac Laurin son equivalentes a
las /un:wnex st doserolen st pere b valors de 3. pare Tos que ol resto
de Lagran,

=0

lim R
Teniendo en cuenta esto, determinese el intervalo para el que es vilido el des-
arrollo en serie de Mac Laurin de la funcidn y=¢
y=e=y=y'=..=y"
Siendo €€ (0,2), ¢l resto de Lagrange toma, en este caso, la forma

o= -22 et = B
R | Gl «| Wi

e resto aparece formado por el factor constante ¢ y el factor variable, cuyo
limite se analiza:

[l - . = g0m0
= G S J
¥a que lim —¥=0 3 la expresion que aparece en el segundo limite 10 ¢s

més que el término general de la serie convergente 1+x+zi
Por tanto, se concluye:

Ifm Ry(x)=0=> y=¢* se puede desarrollar Vx
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Funciones derivables. Gricas. Opimizacidn

108. Determinese en qué intervalo la funcidn y=L(x-+1) es desarrollable,
segin Mac Laurin.
321

21 )
Gy

IR

TH <!
1 e 1 o
k= () < = a0

Por tanto, —1<x < +1 es el intervalo pedido.

e Qeoej —j 0% % 1 En

10, Son formas indeterminadas -
tey en el drico e s, se s lites en o e apareen et
siete formas indeterminads

rosenx o d-cosx
-

) li

1 =lim

R

e SE o aa
05 x—xsenx

i A e . vt et e B
cando dos veces Ia rega de L'HOpitl, se ha resueto e lmie.
@) La indeterminacién 0-e, aparece en lim (tg 1~ 1)-sec 2. Operando se
llega a Ia indeterminacién 0/0, que se evita, apiicando Ia regla de L'Hopital
Lgs
“Zenz

OS2

lim (1g:x—1)-sec 26= lim

i) omi

1010 Caleillense los siguientes limites:
1

@) La fraceitn . puede escribire —
7

¥ es 1o que se hace, para evitar las

www.FreeLibros.me



o e s e emaarmen Problemas resuclios

indeterminaciones ———, como sucede en ¢l siguiente ejercicio, que se completa,

aplicando una vez la regla de L'Hopital “sobre la indeterminacién 0/0", que

L SBE g ( 1 1 ) w2 A+t 2) _

T T TS T gx . 1HEE

) Cuando aparece la forma 0", el modo de actuar es el que se indica:
A=t = LA=tgx-Le <> A= s

resulta,

lim (=
im (e oy (U (83°L2)) X
tim (e el v mx

- wmts_, dwnses g
W e i L e
Entonces,

lim (x'* %)=

5

) De modo similar se actia ante la indeterminacién <",
A=(etg 9y ® => L A=sen x-L(ctg 1) <>

lim (ctg )™ =;
- i Gen . w01

Amemesueen;  lim (ctg ™
 Kegw) | tga(—cosedn) | senx
cosecx ctgx s COS'T

Tsenx

lim (sen - Lictg

entonces,
Jim (ctg 3y ===
@ Bn et tim (3)" aparece 1a indeterminacion 1= Se'actda asi:
ey
A (7) =

4(z) =)

Ve _1
T2

Entonces, el limite pedido es e’

Nota. En ¢l método de L'Hopital conviene, antes de tomar nuevas derivadas en su
. Ia supresion de factores comunes o la sustitucion de infinitésimos

cauivalentes, a fin de evitar la complicacién de calculo de derivads, ademis

Hei
r otros
e oumlacida.
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Funclones derivables. Gréficas. Optimizacion

1011, Calciile:

1012, Hallese:

=L+ _
=

PRy (1 2, 2
I = T
1013, Dadas las funciones nx):"—?ii;—“ y gxl:%, decidase si
se puede aplicar el teorema de Rolle a cada una de ellas sobre el cje de abscisas.
Para glx)
y=0=>x=2; x=4 y=0=>x=2; x=4
En x=3 la funcién no existe. En x=5 Ia funcién no existe.
[(x) o es continua en (2, 4]. 8x) s continua en [2, 4]

N se puede apicar ¢l teorema de ST se puede aplicar el teorema de
Rolle.

Para f(x)

0.14.  Andlicese si se cumple el teorema de la media en cada wno de los

1014,
tres casos que se indican:
L

<0
I(x)=3u.:|;<x L, sO=k Ho=

amsmmsums

No existe c, porque No existe
la funcién no es
continua en (-5, 9],
sino que existe en
T50 S5

a.al.
poraue la “fancién

£(0) no existe.
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Problemas resueltos

1015, Halese la altura y e radio de la base del cono de revolucion de
que puede inscribirse en una esfera de 9 cm de radi
oo de problemas (aun cuando no sean “geométricos”), r:spcnden a
un mélodo general de resol
T it s e 2wl ocontrar su

0, s la funcién

% -]—-rn"h 0]

ne dos variables, r y h. Habrd de buscase en el cnunciado los datos que
permitan encontrar una relacién entre esas dos variables. En este caso, sobre
[ fgure, ca & ingulo OAB, se cumple que

= R*—(h—RY ¢]
Lo relacitn ), pueso que R s dato liga s

variables r y k.
Sustituyendo (2) en (1), se obtiene una fun-
cién en una sola variable :
h (Ro—
v="1(R-t-RY) 1

Se opena: E

Se iguala a cero:

V7(0)>0 = minimo;  V"(12)<0 => méximo.

- < 2em
Las dimensiones del cono de volumen maximo son: {*=(2°" o

10.16. Se admite que el consumo de gasolina de un coche es proporcional
al cuadrado de la velocidad. A 50 kmjh, la gasolina gastada cuesta 120 ptas/h.
Los restantes gastos de amortizacion y mantenimiento se estiman en 54 ptas/h.
Hallese la velocidad a la que debe circular, si se pretende que el gasto por kilé-
metro sea minimo.

Velocidad pe

as/km.
Valor de . gawhna gasﬂda Sor hora koot

120= D‘k:kfﬁ—
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Funciones derivables. Grdficas. Optimizacidn

61250454 _ 6 54
T

PROBLEMAS PROPUESTOS

7. Estidiese y dibijese la grifica de y=x'—2¢%.

41

1018, Analicese Ja monotonia de la funcién 3

1019, Discitase la monotonia de la funcién y="
1030, Hillns los misimos 3 miimos de la funcon ¥ A
1021, Estidiese y dibijese la grdfica de la funcién -

7 sepin los valores de k-

1022, Represéntese la grafica de la funcion y=1.Q+3

1023, Estodiese y constriase la curva de ecuacién

1024, Analicese y dibijese la gréfica de la funcién y=————

1025, Los puntos MC-1, 1) NG, =2 son miimo y minimo, repectivament, de

a funcidn u- oxt . Hllne los vaores de 1o cotcietes, f punto e il
Eon'tl I aren 3 bignss s Fepromnicion

Hosetd

1026, Higase o estudio y grifica de la funcion y=—————

1027, Determinese un ¢ € (0,2y3], para el que se cumpla el teorema de Rolle en

la funcion y=o-12¢.

1028, Discitase Ia aplicacion del teorema de Rolle, sobre el cje de abscisas, de las
Fox wox

PR sy

funciones f

1029, Justifiguese que existe un ¢ € (0,2), para el que se cumple que
wr _setc
=1

< .7/

1030, Calcilese un ¢ que cumple el teorema del valor medio en (3,9), para la fun-
ion y=Lyx.

1031, Demuteree que ety ctclos ¢ € .1 pars ol aw 1o umpe ol tros:
ma de Cauchy, para las funciones f(¥)=sen x ¥

1032 Partiendo del teorema del valor medio, demuéstrese que para x € (—1,0)U
=)

v+
x> 1040 > e
> 1049 > .
1033, Aplicando el teorema del valor medio, calcilese aproximadamente 33,

1034. smeralda at m gramos y vale p soles colom
dos trotus, Etimando, ane d vﬂar o o somenidas oo proporciomce a1 cuko o Ja
raiz cuadrada de sus pesos, calcdlese:

152
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Problemas resuelios

o) deprcicin e en I tractr

b determinese 1a fracturs menos descable,

0 Ve e I e s i o . st e dsesble

035, €5 proporcional al cuadrado de su peso. usifiquese
e e p-muan e mr. preciosa hace disminuie el valor, Luego, encuéntre.

1036. Determinense dos nimeros naturales que suman 20, de modo que:

@ su producto sea cl mayor posible,

b) sean catetos del tridngulo rectingulo de hipotenusa minima,

© el cuadrado de su producto, muldplicado por uno de ellos sea méximo.

1037. Determinense las dimensiones del clindro circular recto de volumen miximo,
ave esté inscrito en na esfera de radio V3 m.

D aros conecuivas e una crenternca de raio R, suman un cusdr
te. Caledlese mixima de las cuerdas que substenden, 151 como ¢l drea del tridn-
beSrapunce gl b et s
Dada a parébola

1039, 2, hllense los puntos de la curva que distan menos del
punto (0,4).

. Decrminese o mayor o d I alua de un tapeio de I it ca
acereias, o I coodicon oee

ABJIDC; 4B > DC:
.

condicén DB miximo:

1041, Tusitauese que un ecpente conico de capcidd fia dene mivims suprti
cie cuando su altura coincida con el didmetro de su “apert

042 o cada opercit ifeio o gual & 100000 pas., uoa ecidad bancaia car-
£ 1.0 o 00; n comcome sperirs, dmlouys . T D4 poe 1400, Digie
& montume de s opracin e 1 que ol bance concgue myor tnvn

00 o e s, g o nto A s alstdor e i de rdcnstes
para consegui un cond de solamen misime, o el plano del efe de abscisas
perpendicular a OY. Hllese 1a ecuacidn de esa

Calcitense tos siguientes limites:

i s
lim (VTR 1-2) o
10.45. Lnas 1051,
Lt (+-5) :
- P——
s
1047, tim £
lim (cosee x—x~) L
s
lim ‘l
- e
M (fe—x- fin TOINE
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Funciones derivables. Graficas. Optimizacion

1036 1058

1057.

b B

1059, Estidiese y dibijese la grifica de la funcion
41

Y
10,60, Estidiese y represéntese Ia curva de ecuacién
ax

=
10,61, Analicese y dibijese la grifica de la funcién

1062 Escidiese y dibijese “en su dominio” Ia grifica de la funcién
10,63, Analicese y represéntese la curva de ecuacion
'
vy L+ 22-3)

=
Ios. Estidiese a funcién y=—
bulando las grdficas de éstas y haciendo Ia representacion conjunta.

0.65. Estidiese tese y=jsen x4 fos . Se sugers bacer o andl
o diidiindelo n easero g

10.66. Analfcese y dibijese y=(x—3) (x+2/—1).
10,67, Hillense las dimensiones del rectdngulo inscrito y centrado paralelamente a los

cjes de la elipse -+=1, de drea mixima.

i ipse S+

analizando sus componentes par ¢ impar, di-

e

1048, Resudvase o problema anerior con la condicén de que sea miima o p-
rimetro del recting
llse un ¢ € 0.1 que cumsla ¢l teorema de Cauchy para as funciones
[ty i
Los amoerios que aeaiesan ura bobina de resisenca hmica  ohmios, con
o 2 baacion a1 tar Alimeiads con o volic, darasts un Gemso
bk ooy
=2 a-enn
Consigase una formula més simple para el caso en que la resistencia Ghmica sea des-
preciable
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Curvas y superficies

Coordenadas cartesianas y polares

Recta en polares

@) Pasa por el polo:

) No pasa por el polo:

pro.c)

i)
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Curvas y superfcies

Circunferencia
Cartesianas Polares
e i @) Centro=polo =>
A ) Centro en cje =
sy c‘ Centro en L al ¢je en el polo => p=2rsen
Caso general:

p‘+p{72pp.tns(m4m¢):ﬂ, con centro (py ox)

D

e, et

Coordenadas polares

Se considera el caso en que ¢l polo coincide con uno de los focos y €l eje
polar con el eje mayor. La ecuacién para las tres cdnicas es:

THecosa

Curvas exponencial y logaritmica

186 .
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RS Curvas y superficies

Curvas de las funciones hiperbdlicas

Curvas de las funciones circulares

m

NN

s e e 187
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Curvas y superficies

Curvas de las funciones inversas de las circulares

e

[
A

Expect powrsics

pi v ool wtaar

prosen ruig2)

&)

USRI [Fre-ig) [
Bty s
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Curvas y superficies

Grificas de funciones y curvas. Clases

Curva es una aplicacién continua e un segmento de recta en un plano.

Curva regular

Loes § SOy g0

(1) 4
0]

Curva regular a trozos, si existe [(t) y (@), excepto en un nimero finito- de
puntos de [, 4.

Arco de curva. Cada uno de los trozos de curva regular.

Curva simple, si la aplicacién es inyectiva (no hay “bucles” o “dobles”).

Curvas cerrada 0 no cerrada

Siendo M y A pustos iy tise do a cares o MeN > curna cemads;
siM#N => curva no cerrad

En general, curva  gréfica A

Gréfica de una funcién continua=curva.

Gréfica de una funcién con discontinuidades aisladas=conjunto e curvas.

Curva=coleccién de funciones o funcién “multiforme”, formada por funcio-
nes, cada una de cuyas grdficas se llama rama.

Curvatura. Centro y radio

Consiltense la pagina 150y los problemas 9.23 y 114.

ta de una curva dada es el lugar geométrico de los centros de curva-

tura de la curva-dato.

Evolvente de una curva dada es la curva de la cual es evoluta la curva-dato.

Envolvente de una familia de curvas planas es la curva (o conjunto de curvas)
tangente a todas las curvas de la familia-dato, de modo que cada punto de la
eavalvnte I es d contacto con alguna de s carves d I faml dada. Vésse
problema 11.7.

Puntos singulares

P(a,b) es punto singular de f(x, )=

Si P(a, ) es punto singular de f(x, y)=0, y las derivadas segundas en P,
P=f.(ab)
a=f,(@b)
(@)

—g, se clasifican los puntos singulares de

7o son todas nulas, lamando 5=
1a siguiente manera

189
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Curvas y superficies

550 = Ao asiado 5-0
U
fotoceme poocse Purt done
W especk especie iecnodn
Gangerte comin)
-0, también poede dor lugar a punto aisiade

(Los dibujados se han localizado, por comodidad, en el origen.)
Superficies
Coordenadas cilindricas

Los campos de variabilidad de las coordenadas cilindricas son:
0<p<omr
0<p<+oo
—c0 <2<+

Por lo tanto existe una biyeccion entre los puntos del espacio y las temas
de puntos de la semibanda infinita.

10, 2m)X [0, +20) X (00, +00):

0, 2mX Ry X R
Las férmulas de paso de coordenadas cilindricas a cartesianas y vice-

versa son 5
artg L | (x=pcoso

x
VERE seno

Coordenadas esféricas

Se 140 un sentido de g0 en
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Curvas y superfiies

Esta referencia permite establecer una biyeccion entre los puntos del
espacio y los del ortoedro finito

0, 2m)X[0, 7)X[0, +co).
as a cartesianas y vicever:

Las formulas de paso de coordenadas :ne

sa son
o=ang ¥

=artg

VETE
Tz

VI

Funcién real de dos variables reales
Se llama funcién real de dos variables reales a una aplicacion de un subcon-
junto de & en .
A Lsa
() —> z=fxy)
Bl confuto A e sberto 0 e n sobrecofunt de w abiert.
endemos o grifca de Ia funcitn anterior el conjunto de putos de Ey
:uyis coordenadus canesanas son (5, [64) Par @ 91E
Derivadas parciales. Derivadas segin una direccion. Gradiente
Sea la funcién f(xy) definida en las proximidades de (ab) y en el mismo pun-

to @5).
1. Segin la direcci6n del cje x
s,
2. Segin Ia direccién del eje y
al(tv)]
a

(Vease el problema 1118)
3. Segin una direccién cualquiera, determinada por el dngulo .
g A, da la pendiente segin la direccion ¢.

i pend
 orodente

(Veéanse los problemas 1119 y 11.20)
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Curvas y superficies

Superficies

Superticie es una funcion vectorial tridimensional de dos variables reales.
Una superficie es la imagen de una aplicacién f de una regién de s en By

~E

M=) —> [y 0)= (a2, 0 ), 20, )=, 1, )=
Las coordenadas (u,v) de M se llaman coordenadas intrinsecas de M'.
La expresion de una superficie

Se conoce como ecuaciones paramétricas.
(Véanse los problemas 1116 y 11.17)

Algunas superficies elementales

Plano.

(Consiltese ¢l tema 5)

lpnPetzan AR z0

avectis 1220

]

=X
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Curvas y superfiies

De dos haas

@'

2 Faray)
il o

Plano tangente y recta normal a una superficie en P(x, Y 2)
A) Forma explicita: z=[(x,y). B) Forma implicita: _[(x,,2)=0.

Plano tangente

o)) LR g 2)=0
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Curvas y superficios

Recta normal

5 o "o
& S 7.
. A RS 020 8 0 ..mu.u..sx -
W ol g enabodmng i
(vease e proema 1124)

Curvas alabeadas

R

Curva alabeada es la aplicacion de un segmento en Es
— &

Forma paramétrica

£ —s [(O=(x(0), W0), 2(0)

Forma implicita

=(0)
0
(1)

Interseccin de dos superficies.

Recta tangente y plano normal a una curva en P(x, 4o 2)
A) Forma paramétrica

B) Forma implicita

Recta tangente
T
N R
F W =

Plano normal
T""

x-)+———~(y MH—— (z-2)=0

nf

£ (x—x.n’ﬁﬂty-y.n
Nota.

punto P.

(z—2)=0
‘ L5
Todas las derivadas parciales expresadss se entienden particularizadas para el
(Véase el problema 11.23)
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Problemas resuelios

PROBLEMAS RESUELTOS

1LL. Los puntos £, 2) y B, ) so focos de wne cipse de semicje ma-
hipérbola de semicje real

e o watones pokves d emes comias, especiioando ol polo § of e

polar a los que estan referidas.

Elipse
2%=13-3=10 = =5
1B=b+25 = b=12
% pardmetro=bja=M4/13; e=3
e 16 w4
H%mw 3+5cos0 £ \+%m.. B¥cosw

Ambas con polo en F(23) y eje polar r=y:
1

11.2. Dada la pardbola x=

y‘+’7u»%. caractericese por sus elemen-

t0s, dibijese y dése su ecuacion en coordenadas polares.

Directriz: d=x+1=0.

La ecuacién de la curva en polares ¢s p=——|+—;§-. referida al punto F,
como polo y a la recta y=1, como eje polar.
113. Resuéloase el problema inverso al planteado en el niimero anterior.
Segiin la figura:
Pp=VBF+BA=VG++u-1
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Curs oo m—————— sk et e
Sustituyendo en Ia ecuacion polar las expresiones conseguids para p  cos @,
resulta:
R 2
N S R
Ve Ty

Operando y reduciendo términos semejantes, se consigue

1 X 9
Fliar

que es la expresién cartesiana de la pardbola, dada en el enunciado del problema

114. Determinense curvatura, radio de curvatura y circunferencia oscula-
triz de la cicloide

ReE—
V=1 en et masimo de s primer .
o,
& a
dy_d (i) b omiloemgmit L '
@t \Tmcost) & (= Teort = —cos

(%%) =-% <0 = Maximo

1—cos ),

=(sen ),=0

=(eos =1

(%)
Cal PEE S
(%)

Circunferencia osculatriz: (x—m)"+(y-+2)

115, Encuéntrese el punto de mayor curvatura de la funcién logaritmca
y=Lx.

I'd —la =
Ty (1 @FF
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P——
(&)
vz,
2

(

en el punto

116, Calcilese la ecuacion de la evoluta de la curoa y=f(x)=
Sean (a, ) los centros de curvatura de /. Entonces :
s +y'

P n 8242
—m‘ -
-

7"‘,*”57‘6:'

Asi quedan las ccuaciones parameéticas de Ia evoluta, en funcién dl parime-
tro x. Puede eliminarse entre ambas, resi

ultando: a-+
117, Hallese la envolvente de la familia de rectas, establecida en funcin
del parimetro a:

Funx-cos a-+y sen a—

e establece e sistema §

0, enlo que dEQ*
x-cos aty-sen a—d=0
—x.sen aty-cos

S6lo queda resolver el sistema, despejando ¥ € y, dando

o «

conseguids, llamada curoa discriminante, ademis de los puntos de
1 velventes oS cxntmar tvos puston que w8 Eeraszcan &

18.

Dok oo &5 ik doble con tangentes distintas (no-
dal), de la curva +v=3

o [ =00 0 s
0

=1 (0,00=(69)0.0=0,

=r0.0=[ 0] =3 [s=pr-a
=10, 0=(6sn=0

9 <0 = 0(0,0) s punto doble
nodal
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Curvas y superficies

Se trata de la curva que se dibuja:

LS. Justifiquese que la curva y=2"+kx* tiene un punto doble noddl, si
] b

k> 05 uno aisiado, st & < 0, § un punto de retroceso e primera especte, s
k=0.

[=2+ k'~ =0

i =3x"+2kx=0 <8 D(D.ﬂ)

(=—2=0 f %.0)

00,0)€f = punto singular; A/ => no s punto singular.

5=2k-(~2)-0=—4k

k>0 = 5<0 => 00,0) es punto doble nodal; k <0 => d>0 = 0(0,0)
es punto aislado.

= VP, xER* U0}

La curva es simétrica respecto del eje de abscisas, al que es tangente => 0(0,0),
es punto de retroceso de primera especie.
1L10. Determinense los puntos singulares de la curva f=+x'—62'=0.
i m 0 00,0
{=]) %0

10,00 => (0,0) es punto singular
[4,0)%0 = A no es punto singular

P=100)=(6x—12)us=
=1,,0.0=
r=£7,(0, 0)=( (61)., =

Como Ia funcién es continua en 0(0, 0) y, ademds, para un xe del origen
= >0 => punto de retroceso.

198
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1111, Estidiese y represéntese la curva (+) (x-+3)="
Puntos singulares
=P 43P 43

=0 ] we43)=0 = y=0 = |

0.0)&f; A(=2,0) = es punto singular.
P=[L(A)=(6x+6),

= a=] 4 -
== 0] =en.=
r=f, (A)=(2x+6),

—6)2-(~4F<0 => es punto
doble modal.

Simetria
15 9)={(x, () = 1a curva es simétrica respecto del eje de abscisas.
Intersecciones con los ejes

¥=0 = £43r—4 = (=20) doble
y (0,0,

Dominio de variacion

Estd definida en (=3, 1).

x> 3 i
t4-2-3820 = x<1
Extremos locales
\/‘_‘4—97 3
3
M3
Puesto que la curva es simétrica respecto del eje OX, tendrd un minimo en

N(3-2, ~V3@EA-3)

Rama

¥x) <0 = miximo

Asintotas

lim y=co =

Tangentes en el punto doble nodal
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Curvas y superficies

112, Las ecuaciones paramétricas del elipsoide son

cosuseno
y=beosucosv
senu

Obténgase la ecuacién implicita y también la explicita.
Eliminemos (4, v):
Es

f=cos’u(sen® v costv)=cos'u

sen*u

=
G
2
=
Sumando miembro a miembro

[ 2%
FArar:

ecuacion implicita

La ecuacién expli

se obtiene despejando z

zrlr'y‘

ra

1LI3.  Hallese el radio y las coordenadas del centro de la esfera x*+4+2'~
—6x—8y+4z+20=0

1114, Determinese la ecuacion del cono de revolucion que tiene por eje
el OX y como semiingulo cdnico a.

1115, Determinese el cono de vértice el origen y directriz la hipérbola

e
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Problemas resuelios

K, v1+p' ) un punto genérico de la hipérbola directriz.
de O]

LL16. Analicese la aplicacion de la region de E, en E, que tiene por imagen

la superficie esférica. Represéntese la aplicacion analizada.
Supongamos una esfera de centro el origen y radio 7. s; en las formulas de
transformacion de coordenadas esféricas a cartesianas se hace p=r, resultan
sen g cos 0
sen sen 0
=rcosep

Si hacemos u=p, v

) estas 6rmulas definen una aplicacion de la region
10.2m)%[0, ©|=R CE; en E;
A Somtinuacibn representamos réficamente Ia aplicacin, Téngase en cuenia
Rse

que cada linea tras aplica en la linea del mismo grosor trazada
Sobre a superfie exterica

ey T
e
I
i

En este caso, la region R que se aplica en £, es un recténgulo.
La aplicacién es

M
La imagen de la aplicacién, o sea Ia superficie, es una esfera.

117, Esludle:e TG it 0 B 8 B e o i
Ir0 de radio r

(1,0) —> M

Sen v Cos u, rsen v sen u, 7cos v)

lindr
o o Tormlas e piSD "de coordenadas cilindricas a cartesianas hacemos

p=r y resulta
x=rcos
rsend

201
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L USSP SRS —

i =0, == se tendrd definida la transformacién. Grificamente se
representa en la figura

En este caso, la region R es una banda infinita. La aplicacin es
M(u,0) —» M(reosu, rsenu,v)
La ,mgm de 1a aplicacion es una superficie cilindrica

1 eies Lo derivada de l funion =3, en A2, sepin o
At s i

),

Hoesen 60°=24305
1119, Determinese la msima perdiente o gradiente de la funcion ==sy/,
en ALY
i (G 2y

grad
=25 G=2
1120, Determinese el inclinacion del gradiente de la.funcion
[Pyt on ol Pt Ak 8 B

£ P
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Problemas resuelios

En A(, 1,1) las superficies [ y g tienen distintos planos tangentes => ellas
no son’tangentes.

2y

1022 Justifiquese que las superficies f=z: y g3z =5x+y=0 son
ortogonales en el punto P(1,2,1).

demostrarse que las dos normales a ellas en P forman dngulo recto
{tambiéapodia comprobarse viendo que s pdacs taagates 30 perpendic
ares).

0 = mlm

=
N=d—4)+4y—3)+2=0
02k, Dot b s /FH5ED

recta tangente y plano normal en el punto A(1,0,2).

determinense las ecuaciones de su

0 Sl 2 £ 8

PrOBLEAS OF MATENATIONS. 14
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Curvas y superjicies

PROBLEMAS PROPUESTOS

1125, Bl o ceiroy radio e I croumterenia 244Dk Sy_4=0,
1026, Determinese la ecuacién de a circunferencia de centro (3, 3/2)

1125, Dilee s ecvacion de o rcunierencia

rilese en coordenadas polares de olo ea el ori e an OE

128
ecuscién de la
T, Emanaienso por évice d¢ usa curva e punto en que su curvatura presenta

un méximo o un minimo, determinese ¢l vértice de la catenaria y=2Ch .

1130, Determinse o dngulo aue forma e radio plr con I tangent 3 1a o
p=1+cast, @

1131, Demuéstrese aue 1a pendiente de Ia tangente 3 1a curva p=K), n 76,0},
toma a forma

1132, Demuistrse qu s o polo pertence 8
curv'en e plo dene por pedien
unumts “n el origen, 3 la curva p=
134, EL ingulo de corte en_ A de dos curvas, expresadas n pmm, ¢ consiue
mediante una férmula aniloga  Ja que lo da, en coordenadas cartesianas, sustituyendo
o ponlentes da o carvs on A por 1 corepondieats tangeaies de ok dnploe aue
A, éntre su tangente y radio polar. Segiin esto, determiy
se los dngulos de interseccién en los puntos de corte de las curvas

), Ia tangente a la

Visena con

Pie=cos 2.
1135, Hallese la corvatura de #+4=3—xy, en A(L 1.

1136, Calelese ¢l radio de curvatura de
1137, Determinese la curvatura de

2y x5,
138, Caleiese la ecvacidn e s Gireunterenca oseulaiz e (O 1) 1a exponen-
cial y=

r=cos wtusene
1139, Determinense las ecuaciones paramétricas de a evoluta de
y=sena—wcosa
x=2cost+cos 2t
1040, Hillese Ja ecuacion de a evoluta de e

y=2sen t4+sen 2t
1041, Jusdfiquese que la curva p=et® y su evoluta son cspiales logaritmicas homo-
polares.

1042, Hillese la envolvente de Ja familia de circunferencias 2z — k41—

0.
1143, Determinese la envolvente de las rectas F4-2-

tales que arb=cte.
114, En o se denomina pardbol de seguridad a 1 envalvente de todss
yectorias parablicas del proy rado desde ua. emplazamisnto, segin disintos
e e Eobtacae T vt de securdud 46

i
lv

hlles, primero o ecvacidn d I tnyciori y=/(9)
. Higanse el estudio y representacién de las siguientes curv
B

O PRt @) Por-drt
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1146, Analicense y dibijense las curvas

s
o | EE
30
T

147 Estidinse y represtotense Iah curvas

sende; @ peloosle

Esrase I ccuaidn de cllindros lipicos do gnsrrices el 1 e
¥ cuya directriz sea una elipse contenida n el plano 0y y de jes paralelos a Ox, 0.
1149, Eouaciin ée s superfce iliadrica shgendrada por las reciss paralelas a

2=
Dads a supericie 2=s—3y'+7x+6, exprésese en forma implicita y para-

1152, Dada la superficic

exprésese en forma implicia.
135 Duaa's
34,

para p=s/3.
o e el clindrics de revalucian, de e p-
e pasa por el punto (11,0,

s e o .e...m.. el cono e rersliatn de sembtagulo a=ef, do vitos

ccta ¥
baca a cura 3=y §=01—

(t—2), hllense susccuaciones carte-

1057, Se csublecen las ccucions de n curea
)

s en forma puranéuics.
1158 Dada la

o J+35=0 en coordenadas estéricas.
. Bipisese I acvacidn de na superiie cllndrcs en o itema s adecado.
¥ 1o mismo para una ester

1. Hillee el valor de la derivada, segin 9=120°, de a funcidn z=y-e* en

Py
1162, Calelense el médulo y la direccién del gradiente de fmzi+xy+2=0, cn ¢
punto (L1, —2).

1163, ' Hillense las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a Ia curva

= } ol punto de core con o plan s
=
116 Dumirs s ccoes sl o g 3 0 14 1 s 1 s
e oo e o 10 s e e 12
i)
b Srprsis m Al
1165, eerminie o1 hgar seomética de los pusos que disan tes unidades de o

pe

25
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12

Integrales indefinidas

Este tema pretende indicar la manera de hallar sistemdticamente las funcio-
nes primitivas de gran nimero de funciones. Pero debe tenerse en cuenta que,
Tngue oda faelon soiima ene plmlia, & o iee e exprsare
‘mediante funciones elementales; tal s el cas jemplo, de e~

abogeal Indeinitn 3 . GHerencl dad  wsa funcin oMo
coincide con el dado. As,

ferencial

Pl s f@)dx = R es decir: (o) [FOI=FG)+C
El cardcter lineal de la derivacién pasa a la diferenciacion, y se traduce en el
de la integraci
Vo, bER, fla-f(x)+b-gl)] dr=a-[f(x) dx+b- [g(x) dx,
ya que ambos miembros presentan la misma derivada.

Integrales inmediatas

X)I’

fmznnr(;)dr +C, (1 =1 f sen f(x)+f (2) de=—cos (1) +C

i de=riwee ==tk jm/m-m>.x,=mx)+c
Jenr@in=anic

dx=tgf(x)+C

OM"((X)
=arc sen f(x)+C j]+u(,)rdx:mxgltx)+c
[ sute-reya=cn+c | m:("“’ de=arg Shia)+C
T
[ enterrede=sugr+c %ﬁazm Chiw+C
re
Gy 4= THIGYC = m i de=a THI+C
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s e ————— S ——— s Integrales indefinidas

Funciones hiperbélicas
Se definen

e ete Shx
she=—; Che="37— = Chx>0, ¥z Thx=TgZ

Como consecuencias
Cha+Shx=e*; Chx—Shx=

mediatas de las definiciones, se recuerdan:

1 o gt
1= 1 ertenen=
= UChx+5h2) Chy+Shy)+(Chx—5h2) Chy—Shyl=

=Chx-Chy+Shx-Shy; y, andlogamente,

Sh(x£y)=Shx-Chy+Chz-Shy Ch2e=CR 245k z
el = | shae=asheChz
1=CRz-Skx

= emery=0, e-2ye—1=0 =

= e=y=VFF1; pero & > 0, VrER => x=arg Shy=Ly+VF+1)
Andlogamente se deducen :

x=arg Chy=Ly+ V5~

Derivadas de las funciones hiperbolicas

Es elemental comprobar los valores apuntados en la tabla de integrales in-
‘mediatas :

a e I N
W(Shﬂr?(i)fi\e‘-i'e *)=Chx
:y . 74‘ ;‘h_vtf)x“ l_\/; g
el

Prictica de Ia integracién inmediata
Un método seguro de preparar la integral inmediata propuesta es “buscar
direcamente & drencial corespondient’scome s ndic en & problema 121

207
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Inteprles indefnidas

Con frecuencia, resulta muy ebmodo “incluir dentro del signo diferencial”
algéin factor adecuado, con lo que se consigue Ia integracion inmediata. As{ se
resuelven los problemas 123 al 126.

Formas

[ |

oo m’+M+c e puede ponce lmpe en foma de sama e cundedcn,
se reducen a integrales inmediatas, e primitivas: las inversas
bl ot 5 Mgl (Veawe e pmblemu 127 y 128)

P(2): polinomio de grado .

=0t VarThere

e
Vastbrtc
donde"0(z) es un polinomio de grado n~1, con coeficientes indeterminados y
AER. Este y los coeficientes se hallan derivando la igualdad supuesta, con lo
que, una vez conocidos, la integral toma un tipo analizado anteriormente. De
esta manera se resuelve el problema 129,

Forma
1
—— i (€
I GoprVartbite FEN
1 ?
4 para conseguir formas tratadas anterior-
mente. EI problema 12.10 es ejemplo de ello.

Basta realizar el cambio -~

Integracién por partes
Siendo u=/(x) y v=glz) se tiene:

duwv)=v-dutuedo = udo

e

Entonces,
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weonn Integrales indefinides

Con frecuencia, para reducir la integral dada a una inmediata hay que repe-
i el proceso varias veces.
Unas vaces e obriene uok ecacifn con o g se deermins 12 integral bus-
fu

Parte dierencal 5 aparcoen funciones logartmicas o deben inclire en Ia
parte diferencial.

Funciones racionales

expresicn escrita supondremos siempre dos cosas: a) grado P(s) <
< grado de Qe ¥a ey en caso. contraro, bastri hacer I division entea de
ambos polinomios y la integral se reduciria a la suma de una inmediata_con
S b Ta condicon gu se. dice: ) ambos ponomios on-primes
catre s, pues de o e, sempre s posible 1 implicacidn por 51 md-

A ues, s puede descomponer o terando en

et e gt vt ot @ o
problema slgebraico e hala los cros del denominador.

Consideramos dos casos

1. EL DENOMINADOR TIENE SOLO CEROS SIMPLES
Siendo Q(x) polinomio de coeficientes reales, si hay una rafz imaginaria tam-
bién existird su conjugada, con lo que se pueden agrupar de dos en dos. Esto
sugiere I descomposicion :
Pa_ A, A
Pt s
0@ x-a  x-a

Por e lmuhdad de la integracion este caso se reduce al cileulo de los si-
guientes

[ de=Aetta-ar+C(=Lhy= Lite—an
Como
MetN _ Me-a) | MatN
A Ga A E Gt
ser:
z-a g
- ar‘vﬁ' o=y [ e det (MackN) |

(5=

L[(rnrm-nﬁ;ﬁm w
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Integrales indefinidas

L problema b quedado cedocilo, puss ol clulo de s coutantes Ay My

N,. Se realiza medi coeficientes indeterminados, ya sea

ieatiicand cochentes, a sn. dunds viltes comeninte a i indtenapuida;

10 que sule ser més comods, combinando ambos procedimieatos, e < 1o
ue se hace e

el problema
Si | es son solamente Iﬂ(ﬂ es muy preferible el método de las deriva-
das de Lagrange
ro_ A @
\: (=1,2,...,n)
o Aoy ke

Este es el método que se desarrolla en el problema 12.14.

2. EL DENOMINADOR TIENE CEROS MULTIPLES

B cste ca0,y s tod of by rales imsgiarias, o método sateror do
los coeficientes indeterminados también resulta muy itl. Pero si sélo hay raices
vl o5 ks ebmodo actuae da n Sgente oA

en el dezominador Q) bay un factor (<2 esta raiz o, e mulip
dad h, origina h fracciones simples.

(=0,1,.... h=1)

El método expuesto se utiliza en la resolucién del problema 12.15.
Finalmente, si s6lo aparecen rafces imaginarias miltiples, la integral se halla
por el método de reduccion, tal como se indica en ¢l problema 12.16.

Funciones racionales. Método directo de Hermite-Ostrogradski

Es especialmente conveniente este método cuando los ceros del denominador
son miltiples.

Se supone

0"~ bw ' ™
donde,

D@=med. |06, 0@} CRW=0@DW; X@) e Y@x)
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Integrales indefinidas

son_polinomios a determinar cuyos grados son una unidad menor que los de
D) y Cla). respectivamente.

Con esto, el cileulo de la integral propuesta se reduce al de otra mis sencilla,
en la que los ceros son simples. Tal es el caso del problema 12.17.

Irracionales algebraicos

Jde (Z0)™" (55" e

donde R indica funcién racional y p, /€ Z

Asf se hace en el problema 12.18.

Integracién de funciones circulares e hiperbélicas

[zt ot [ oo

(@): p=par=:
1+cos 2 \*
Joursdem ot dem (1152 Vo

Rt o, s b o g e g, En ol 120

e integra una funcién de la forma (8), de cileulo andlogo al indicado para (@).
(@): pimpar=2k-+1
Jcorrxae= [(eosapcosxde= [1-sentnf disenn)
Se ha conseguido una integracidn inmediaa. Véase el problema 1215, La poten-
cia impar de Ia forma (2) tiene andlogo tratamiento.
@) se reduce sin dificultad a alguns de las anterioes, tal como
mucstran los problemas 1221y 122,

Productos lineales de senos y cosenos

[T S SR

Se reducen a inmediatas, aplicando las formulas de paso de sumas a produc-
tos en dichas funciones. Puede observarse el proceso en el problema 12.23.
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Integales indefinidas S—

Racionales de las funciones circulares

| reen,cos s

R indica funcién racional

e el medinte o camio 1 51, 010 g
afanl 2l
2ser 757 83 _

3 de=2cost Sdt

TR
Sres s @il

0% st X 1-pX
RUTS e g g
WS TET) EatTa
ms'ii»xn? I+ll'7

2
T+

Puede seguirse la aplicacién de estos dlculm & el 1234,

En ¢l caso de que la funcién racional

Risen, cosx)=R(~senx, -mm

es preferible ¢l cambio tgx=t, como se comprucba en ¢l problema 12.25.

PROBLEMAS RESUELTOS

21 [ GeosVE I sen ) ds —le‘h—ij st [3senstde=
Jueraes[[ 2o act (-cossras
a2y Jacannn

= erhy—(Rern)+ (~cosek)

- F-cmerc

i L2 (2 5oy -
26 r'?’ (2demt - 2 2 6-epn -2 e =

n2. [xviFa

J6-srrae

1

FP+C

3

123, [ S dr= enaig=eric

154 figedim [TE s romstont || om ootk

—senx
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Problemas resuelios

P [P g [ 1
s [ Tr@r =3 ) Try Ty aeeeC
2z > Z.L2dx
126. dem [ gem L[ 2eL2dx
J - Jvm ) Viver

1 T
-~ B Ch 2 +C= o LV
4
—dx
dx = 3
122 J:‘+t+l J(x+l[2)‘+3[4 2 (=+l/2))'+x

=arg$h ZEL4CoLk@er 142 VEFFTI), con k=CIV3

3P -T7x42
1. e =
T ettt VB[
Derivando,
32-7x42 e x+1 A
VEFE T+ i N -
VEFa-1 o Va+z-1  VE+a-1
= 3= Tx42=2m+n) (2 4+ 20— )+ (me* +nx+p) (@+1)+A;
de donde,
Lusgo,

£l
(-3t 3) FTET o

5
Vi

(=Gt 3) VIR K1V

mTEo)
2

12.10. 7: 243 Ptlr—1=(x+2F-5
Vi 4t
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Integrales indefinidas

Sustituyendo,

-

e)- VI

B 1= cosedrnf T A s
i P
) N
A
N

a, I=e"sen x—(—e” cos x-+D)=¢" sen x-+¢* cosx—1.

P RO R—
o O P

RO

Por consiguiente,

[ temre
[
= (P3P 61— 6)+C

de donde
204 1= A1) (FH)+ A+ (B A+
FAa= 1) &4+ (Mr+ Nt~ 1)

coeficiente en ¥ 0=Av+As+AvkM
0 —l=—4A, = A=1/4

= Ay

2= 104, = A=1/5
~1-14i=20M~10Ni = M=-1120; N=7/5

1 2 el x
Lot Le=1) =5 L+ 1) 35 L+ +garc g S+C
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Problemas resueltos

24— 2e=x(e—1) (e+2)
0W=3r+2-2;
Py _2

_PO 1
[40) 2’ om 37
el -5
3 6
3+l 3!'+l A

us. 1= [ T e ey

I+ LA @+ 2P+ Adx+2)+ A, Para x=—2 = 13=4,
Derivando:

=24+ 2+ Ay y si x=—2 = —12=4,
Volviendo a derivar :
6=24, =3

13

1
e e gy e

[ st
1216 1= oy
Como x*+4x+5=(x+2/'+1, poniendo x+2=z, se tiene:

=[G o= [

1 2z dz. 2

sl Fay e[ Fa e
1 K u=z; du=dz

SN s

@y

1 i Loegr® o
Z @D e gty are g Ty

Finalmente, basta hacer Ia restitucién z=z+2.

wr. (=g

= l)[x’+z+l!

Derivando esta igualdad y quitando denominadores, al multiplicar por (¥~ 1)*
queda:
1@ +b) (= )= 38@ + b +0)+ (met+nz-+p) (£—1)

. a5
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Integrales indefinidas

Identificando coeficientes,
a=0; b= 23

x

@1

Pero en esta ltima integral, '~
siores, rslia

dx

x—1) @ +x+

; que, segin casos ante-

f—”—’dx A3

(k+l)

241,

1 1
ST T Ue D)= L bt l)

1
-
En definitiva,
dx L ErRtl, 2 2+l
[ ]

dr; Cambio: x+1=

 dv=66dt

a6 [ (e eaane g )a=

)
6 dim 5_{ e+2-

=%n+ir+za+9r+mu-x)+c.

Finalmente, basta deshacer el cambio ¢=Vx-+1.

1215, [ cos xde= [ eostacosxda= [ (1 —sen 27 cosxde=
= [ dsen )3 fsenxdsen ) 43 fsen  dtsen )

1

iy AN S e

1, [ sentrae= [(L02 PRY Y .
7Jw§2:dx—a—-l;un )‘”’*_{ l+ccs4, leosdr
3 s Lt

1221 [sentercosx di= [ sen xesent -coss de=

(1—cos?x)'cos* x-sen x dx=

= [eosrsen rax—2 costa-sen s dat [ cos's-senxd=

1 2 1
5 c0s! w4y cos'x—— cos 24 C.

nn Iszn‘x-mr‘zdx=J (1cos'x)-cos' o= [ costrde—

1
—_[mmdx: § sen 233 sen 4x4.C.
(e ha aplicado la técnica del problema 12.20)

26
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e e oo e v 7 PrOblemas resuellos

s:zu +f x;l,]

2. [en3

ambios 3 reslizar para clculr esta inegral se encuentran expuestos en
Is primera parte del tema, nmediatamente antes 39 pchtemms 151 G e 1
cithlo e & Hguleates

B
Vil
1235, cambio: tgx=t
a
Tre _ il i
e ,fuwm_wfwfg +Ligetc,
[
. 5 sen'e
N S
Rl [ PR b

=1 - J‘ —tgr—24tppl
=[ o dt=2 [ars [eosrarmgi-2+ L t4dsen v,
No queda més que resitur Ia variable x mediante 1=arc sen .
v, [vics—va
asaria multiplicar el integrando por s mismo para conseguir una

integral de fipo conacido. Pero tambiéa e pucde hace, compicando A suma
de cuadrados

[Vim=R 4= [ Vieriva

a5 5
s feotiar=d 013 s,
x+1
El cambio se deshace con t=arcsen~——.
o
———————— T

www.FreeLibros.me



Integrales indefinidas

PROBLEMAS PROPUESTOS

2 [un Vi 10,
2osee

e st

L 52

- s

i
e w o -
s 2, [reasnas
- -

-
o, [ 2 na. [ &
- e [ 2
1241, g

"
[ — .
PPN P e
.

T KR e
T - .
o - e | e
P PR— o | e
R - . [ anese

129,

J- ar
Cosec 2— g 2t
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Problemas propuestos

o o [t
- e o
P p— o [
i [uea -

we [Za R
[ -

n [y 10 [ xchrie

[ s iy

S — A, N—

o Jrsear ey p—

1220, [ eot2ade

ey
=

as
e

1. [ee-oran @ 1er, |

.
e L (- Y

cosvdx ozl
s [d 12109, [ sen X cos™ dx
=
a
1, [
ax
[t
e

ax
Rl e

P
s, [ e

a
i |
a

. |

T

PROBLENAS DE NATEUATICS. 15
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13

Integral definida. Aplicaciones

El concepto de integral definida de Riemann tiene un origen geométrico, a
saber, el cdleulo de dreas.

Integral definida como limite
Sea f una funcién definida para los %€ [a, =1, y a=x<x<...<x=b,

una divisién arbitraria del segmento [a, ] en n partes. Entonces,

5= ) -n)  con 6wl =0, L el
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Integral defiida. Aplicaciones

es I suma algebraica de las dreas de los rectingulos formados por la divisién
del segmento 1=[a,b], y recibe el nombre de suma integral de la funcién
en (.5l
Se llama integral definida de Riemann de la funcién f en 1=[a, b, al limite,
existe,

im Y (€8, con s=méx 16/~ m

Ese limite (1] se denota por [ (o) dz.

Funciones integrables Riemann

am dci g | o ategabe Riemtnn en of intovao f=fo, ), waremos
Ia siguiente notacién
ream
Teorema 1
Si  es continua en I=[a, b] = [ € Q).
Teorema 2
Si f es mondtona y acotada en I=(a, b] = | € R().
En 0s el limite (1 s independiente de la forma de divi-
sidn dlsegment =101 de neracan, n segments prcles  de I s
cidn de los £, dentro de dichos sepmentos. Véanse los problemas 131 y 13.2.
Teorema 3
La condicién necesaria y suficiente para que /€ ®() es que el conjunto de
puntos de disconti [en L, s pusda cubri con familas de atervalos
abiertos, cuya suma de longitudes sea tan pequeia como se quie
Como un conjunto numerable (finito o no) es del tipo del cnnn:udu, sif
tiene un conjunto numerable de discontinuidades en I :/ (D). Grificamente,
. fgrn. e cherv, e ) o discttonn e = 3 = (dos peon
ntoaces, segin of teorema 1 exitten 1t inegrales.

[ f)dx, _'[‘/m dx

IRCE
idad del drea de

10:.1.... oy que

[t demrea rayada=[ ey aes

+[1odes [tas

Los problemas 133 y 134 son apli-
caciones de lo que queda dicho.
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Integral definida. Aplicaciones

Valor medio integral
Sik<fx) <k ygx) >0, Vx€[ab),
Y T R
Por tanto, . : :
[terstede=p [ s, con wE ik
Ea el caso de que ga)ml, entonces
[10ae=po-a

Al nimero real p se le llama valor medio integral.
Ademds, si [ es continua en I=[g, b], se tiene:

[t de=t@--a), con e€ @)

entonces,

o=

b-a

[y, vambién tamado promedio ntegra.

0 puede analizarse en el problema 135, el promedio integral de
una funcién continua en un intervalo, es la ordenada de Ja funcién en un cierto
punto del mismo.

y

Funcion ntegral y primitiva. Regla de Barrow
Siendo (€ RW), se lama funcidn integral de | en I={a, bl a la funcidn
Foo=[0ds, Ve 1=tan)
Ademis, F es continua en (a,5].

)
Segin c teorema 1, toda funcién continua es integrable Riemann, pero no
son las nicas.
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Integal definida. Aplicaciones

Regla de Barrow

f continua en I
F derivable en I
F=f

= [ de=ror-F@

Adviértase que si existe i(x1=f [(x)dx, segin lo anterior, se puede con.
iva de f(2)

siderar FGx)={f(x) dz. Es decir, que el problema de hallar la pri
2 guedado sedocido i probles de hallar un drea.
i I

la primitiva
&

2,
LX)
B

; ahora bien, en ¢l caso
de que f sea continua, tiene funcién primitiva que coincide con su funcién in-
tegral, y de ella se deducen todas, sumindole una constante arbitraria.

Ry
e

et

Con esto, la regla de Barrow se puede enunciar de forma més cam-
5.3, o 1a s S S o f e

biando la. hipotesis de ser  continua en [a,
grable en [a, bl. Ademds, teniendo en cuenta el Reorema 3, se puede enunciar:

Teorema 4
i f tiene un conjunto numerable de discontinuidades en /=]

F es continua en 1
F derivable en I, excepto en un conjunto numerable de puntos
Se mantiene el resultado: I 1(x) dx=F(b)~F(a).
En los problemss 135, 136, 157 y 138 se cjemplariza Ia aplicacién de la
regla de
Cambio de variable
— f(x) continua en I=la,
— x=p(t) continua en (a,m, donde a=pla) y b=p(B)

— ¢(0) continua en [a,
Z X0 continun en 2,81
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It deinid. Aplicciones
Entonces es vilido que
. ,
[ 1= [ewrewa

bién es legimita la formula en el caso de que los puntos de discontinui
dad S el 15, s mamerion, cumpinds o demis. e
enuncia
Es evidente que al efectuar ¢l cambio de variable que cumpla las hipte-
sis, deberd cuidarse, ademds, de la validez de las formulas elementales que se
utilicen, en el intervalo considerado.
Véanse, a este respecto, los problemas 139 y 13.10.

Integracién por partes
Sean f y g derivables en I=[a, b]. Entonces,

[0zt [ oo de=or-g0)~far-gan.
supuestas xistentes dichas integales

Elementos diferenciales de longitudes, dreas y volimenes

Ases do exbls 1s exprsomes de o St elzmznms diferenciales
(@ierncial es 1a arte prinial 4l incremento & ifiere del incre-
meato e un il >2), conviene adverts os sguientes punto.
Fia do tenere en cuena que o itegra
alebreion e 1 ress imitades por 1a curva y o e OX, consierando posil
it 1 dreas situadas por cacima de i, 7a que e e 8 sigao de i) ¥ e
gativas por debajo del eje de abscisas, por aniloga razén.
—problema geométrico— calcular un drea,
paracién del cje OX. En otros muchos, el drea
mitada o Joe o s curva (a0 concurrntes ea of atervalo do fnt:
gracion), o por una funcién multiforme; pero con un simple cdlculo algebraico
queda reducido al primer caso.

e e area= [ et [wmwdet [

Nota. La funcion g(s)=ft)] puede ser integrable Riemann, aunque f(s) € R(D.

2
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Integral defnida. Aplcaciones

Elemento diferencial de drea
(polares)

(cartesianss)

dA=12p'de
=
[ | <drea AMN=K(da)*

dA=ydx

Elemento diferencial e arco. Rectificacién de curcas planas

ds=V(@pP+(pdar

T rr (L) aem T
|ds—As| < AB=k{dx)" |ds—As| < AB=k(dw)"

Elemento diferencial de volumen de revolucion

Siendo y=f(x) la seccién meridiana de la superficie de revolucién, s decir,
su corte con el plano
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Integral definida. Aplicaciones

Integracién por discos (cje OY) Integracién por tubos (eje OX)

dv=ny'dx dV=mx-y-de

Voldmenes por secciones

Como puede verse en el problema 13.16, calcular el volumen
imitado por una superficie, siempre que se wtdz Coeular o frea de cunlqier
seccién paralela a uno d

Por cjemplo, si las secciones son piral:!as i plaso ¥, se suman Jos G-
lindros elementales que tienen como bases las dreas de las secciones F(x), de
la superﬁc.e. T, omo, clios L’ ditmmcis ene doa plses Sompecitires,
8=x,,—7, El le esa suma —que existe si F(x) s continua— coinci-

cony

La seperficie engendrada or cata
1ado es un tronco de cono, de

2myh=2m [(€)-h=2m (€)-ds
siendo 2n /(€) 1a longitud de la circun-

{erncin media 3 K 1. spotems, que como ifiitésivo equimalete e In di
ia del arco ds.

dAy=2my-ds

www.FreeLibros.me



Problemas resuelios

PROBLEMAS RESUELTOS

131 _Halese el drea del tridngulo formado por los ejes de coordenadas y
la recta 3x-+4y—12=0.
ce uns particin del [0, 41
o s
xi= —ﬂ<x, o <xe=b=4,
4

con %;—

aritmética de razén

independiente del subfndice j, por lo que forman progr
—12fn. En consecuencia,

Ln_\(s.+s.4);' tim 2 ( |-~+1-7) 2

:u“ma(x_%) -

132, Calcilese el drea del hai e e
Y=\/x y el je de abscisas, entre =b, con 0<

Se divide el segmento [4, b] en pun-
t0s % tales que sus abscisas formen una
‘progresion geoméric
a<r=a-q<zy 4’( <t +ag

de donde:

221 obien = (g)”'»
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Integral definida, Aplicaciones

=lim L

*Ya que si @1 =5 ol La Gafintésimos equivalentes),

13,
. La funcién dada por
1 manl\)-l]—}l——%
' =15 i
Frme=fiof
Tiene un mimero infinto de discontin
dades, pero cs integrable Rieman, segin
o teorema 3:
[Hwae=1
T 7 3

134, Sea la funcion de Dirichlet, en el I=[g, bl, del modo siguiente:

_(0sixER-Q
o= {155e0
Ficilmente se observa que cl limite de la sum integral no existe, ya que
¢l de las sumas inferiores es 0, y el de las superiores b—a => f & ®(l).

135, Halese la abscisa £ del teorema del velor medio, para la integral

1
[*Lras con arb>0
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Problemas resuelos

se pn:de aplicar la regla de Barrow, ya que F(z)=— es una primitiva de

[@)=—5- ¥ es continua y derivable en [, b, pues @ y b son del mismo signo.

Ademis, ()=—- e continua en (4, B] por lo mismo, luego:

1o ftdx_ 1 .
wi [ =1/ 10

¥

por ser (x) continua, 3¢ € (a, )/ [(O)=h =>
es el punto medio de (g, b}, pues Vab<—~

13.6. No es correcto el cdleul

I
T
una determinacion de arc g, que en /2 es discontinua.

Tomando el valor principal continuo —f2 < arc tgx < mf2, resulta el cdlcu-
o vélido

ya que, aungue arctg 1=

= estos valores corresponden a

f. T de=lore ) =afi— (- miy=mi2

[2l~11|=1, es correcto, pues:

12, B desarolio [ signo x dz={lt
1 gt = o dicmtinn, shmete o s=0C (-1, 21 = [€R0)
) gt continua en [—1,2], primitiva de [(x) y, ademds, derivable
en ( 157 siro sn et oot
En Eimb{o, si se pide el Ana comymndldl por la funcién con el eje OX en el
=[21,2], e observa que serd

Area= f [signo #| dx=

= ['jsigno s ax+ J:' [signo ¥ dx=

aet [ aemr
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Integral definid. Aplcaciones

12-L1=12, yo que

3. 55ttt [ Lac-t

1) f@=— e discontinua 6o en
*=0€[-1,2] = [ERD.
2) gx)=I )=Lx| es pnmmva de I’X} derivable
excepto para x=0. Per

La integral se hace divergente.

b
costdt, pues al elegir

139, No es correcto el cambio I VTFar
el nuevo intervalo ¢ € [0, 5/6), por ser sen0=0y sen S/6=1/2, ocurre:
1= 1= et en 312
* 1y ¢ly=cost,
Pero a gualdad [+ g) ()=cos ¢ s falsaen (057/], y que cos
en & sequndo cuadrante, en sste caso, e 2,
S e S o s s e egido el (0,716, cntonees,
0 onbtons ateons en 6 e ' compondencia con 1 0
2 gt g i etk e £ b o 2 Comles gLl
umbio de variable, con lo

[V

13.10. Calcilese

continuas en [0, 5w/6].

VI#

5=

Como 3+2x—x*=4—(x—1}, sugiere ¢l cambio x—1=2sen .. Entonces:

ervalo de integracién es ¢ € [0, /2]

es continua en [1,3), es decir, discontinua solamente

D =

1
Vit2—2'
€[1,3).

23w lh=donst s cotinas e 072

es correcta y discontinua en t=7-€ (0, 721

D Gep0=gis
Por tanto, se cumplen las hipétesis del cambio de variable, y

% 2costat= [ =g z

1
2cost

20
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Problemas resueltos

Se podia haber hecho directamente :

_['_

1341, Colailese ol drea limitada por las lineas
h=r-4 o y=2x+d:

A=A, m+AA.. Accro HASE~ Aus)=
=2tz (["vete— [
= _zj w-) dx+_[ Qx+)de—

S POV

13.12. Calcilese el drea encerrada por la /unm..
el intervalo I

Se pide A=A op+ A,
Entonces, pareceria correcto,

@-4dx=

A= ["cos e de=sen 27

resltado claramente falso

s d esulado conseguido, s s tiene en cuenta que 13
funtion dads tene dstnt, gnd deates et mtervaios o el s s
s tambien to heocn. En Fefneiay b do acnubr

A=2:A,

2-Apsd=2- [ cos xde=2psen =2
Adviértase que también se puede calcular tomando como variable de inte-

gracion I uy pues sty —arccosy, inyectva en o intervalo (1,1}, que s
¢l recorrido de y=cos x, en el [0,

A

v+ (Aocor—Aone)

Jarccosyay+ f(vrfam cos ) d

integracién

por partes)=[y-arc cos y— V

i+t —y-are cosy + VI

13.13. Halese el drea comprcndxdn entre la primera y segunda espiras de la
“espiral de Arquimedes”
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Integral definida. Aplicaciones

EL ire pedida s I encerada por la s
ra Ay menos la determinada por
la primera, A,

tangente en el a prolonga-
ion de l e plar OA. Tocgo of dngulo vacia

.

_, dr=dpcoso—psenadn
dy=dp sen w+p cos wd

Entonces,
ds=VdxFdyi=dp+ 5 dar =(en polares)=

= VPP du=Luego:
= a: j \/—Hszn’m+ri(l+tﬂsm}‘dm— f VAT cosw) do=

i irar ahededor del qe oX; by dl e

@ El volumen pedido es el engendra-

do por 1a =V, menos el que engendra
U=+, en sus giros alrededor del cie OX,
1.

ver [Gmipaems [ wmstrax=

b) Puede hacerse de dos maneras: por
¢l método de discos o el de tubos.

TWR2-Y L=

Do Vr [ -9 dmr -y

Tubos: V=2 [ @) wde=2e [ (V-2 dx=2m ['ere dx:—:%
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oo Problemas resuelios

13.16. Calcilese el volumen de wna cuia, serrada por un leiador, en un
tronco cilindrico de radio R, de modo que sus bases formen. un ngulo oy core
tndose segin un didmetro.

Sea el eje OX el didmetro de la base por el que pasa el plano de corte.

Rot=Aumd a8-50=L g gam

2

=. f tga L tgar-o)

v=2 J'" F)de=

= j S B (Ri—x) dr=

13,17, Hallese el drea de la supericie engendrada al girar un arco de ci-
;

cloide (1 cos ), aiededor de su efe de smetria

La superficie buscada esti engen-

drada por la rotacién del arco OA,

alrededor de la recta AB, de ccua.

Entonces, el eje de rotacién estd

desplazado éon respecto al e O,
0 que sugiere to-

mar como Variable independiente Ta

yeD,

a=2n [ - o=

{ =2 [ (ra-artasenyas

VIFOF +y(oF de.

Pero ds=Vdx+dy'=V[x(Odi} +[y

Entonces,

Odtf=
A= [ (ra-at+asent) VIRT=cos D di=
= .
=zﬂfl (ra—at-+asen ) 2asen 5 di=

=tna [" (rsen £—tsen S bsen tsen L) a

_ t ' t o4 ,1)*
i (~tmems L4 rcos fmtson Lt S L

Aplicaciones fisicas

1318, Calilese el trablo prodicido por wna fuersa F al deformar un mue-
lle, alargéndolo hasta una longitud %.

S T ———*
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Integral definida. Aplicaciones

Segin la ley de Hooke, la fuerza es siempre proporcional al desplazamiento,
k-2 Entonces,

dx

dW=F.di=F-dx=k-
¥ o o ol cs:
W[ aw= [ ge

Si se hubiera aplicado una fuerza constante, F,
serfa

-, con alargamiento final %,

el trabajo
W=F-x

La diferencia (el doble respecto de lo anterion) es que en este dltimo caso

ha habido pérdida de energia ol calentarse of muelle Bee calor al-

s S pretamaater . dieruics i s trabaj

13.19. Hallese el centro de gravedad del segmento parabdlico que muestra
la figura, en funcion de las coordenadas del extremo P(a, b).

Descompongamos en tiras elementales paralelas al eje OY, y tomemos mo-
mentos, respecto a dicho cje. EI momento de cada tira s ydx-x. La suma de
los momentos de las tiras es A-%. Entonces,

Acx,

[ yare=[ Vezxar=vi [ orae=

2 2

2 Viaa-

5 @b

Andlogamente, tomando momentos de esas tiras respecto al eje OX,

- .[-wxé, Bkt

254
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Probiemas resuelcs

13.20. Caleitese la presion que soporta un semicirculo de radio R, sumer-
i verticimente en s, ol gue s didietro colncida con la sigerfcie de
iquido.

ividamos el semicirculo en tiras ele-

3 mentales, paralelas a la superficie del agua
(eje 0X).

Bl e il 8t dA=2x-dy

Pascal, Ia presica cjer
cida por w liuido sobre um percic
rgida a una profundidad Y es:

En el caso planteado, p=1 (peso espe-

cifico); entonces,

" yan= " utw-prr ay=-2iw-pyi=

1321, Dediizcase el campo eléctrico —debido a una distribucién de carga
positiva— de un hilo largo, en un punto P situado fuera de l y a una distan-
cia R del mismo.

Sea m la masa por unidad de longitud de hilo, representado en la figara,
segin el efe OX.

Entonces, la carga del elemento dx es dg=m-dx.

Bl campo reslante s la suma vectoial e oo camipos cemdon’ por s
cargas puntuales dg de los elementos

En el punto P serd:

0]

omo lo campos e lo oo sementos o tenn I misms divcidn, 10 e
puede integrar directamente [1]. Al i se pueden calcular las sumas
el i o opordee

E=far=[dpsena; E= (b= [ dEcosa
e comtders v e o s nfamene s s s e -
2 y a=nl2

gracion variarén segin o
pyiingieneny Bl g iy

R=acosa; x=Reiga = &

235

ProBLEwAS o€ MATEMATICHS. 16
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Integral definida. Aplicaciones

En definitiva:

e cosa R, _ 1 m,
e, K cosa e R
Luego
E, sen ada=0

m.

e,

+ 7
;‘L s el =

Conclusién: El campo eléctrico es E- % R ¥ perpendicular al hilo.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1322, Hllese el drea limitada por la funcidn y=x'—4x+3 y el eje de abscisss, en
—1,4.

1323, Calcilese el drea comprendida entre la paribola =42~ 2y—
denadas y las rectas y=—1 ¢ y=2.

o e de or-
1324, Caledlese ¢ drea limitada por las paribolas =4z ¢ yi=x+2.

1325, Calcilese el drea de la figura que resulta al girar la pardbola y=+', sucesi-
vamente 907, 1807 y 270

1326, Hallese ol drea encerrada por la curva v

127, Calelese o dre encerada pos 1a cicide ™

=10,2).
1338, Hallense Ias dreas encerradas por las curvas que se indican, sobre las grdficas
que se proporcionan.

1329, Determinese ¢l irea del circulo, cuya circunferencia es 41"

1330, Determinese ¢l drea de una clipse de semicjes a v b.
B3

1332, Hillese la longitud del arco de catenari
x=k.

1333, Determinense las longitudes de las curvas que se establecen, entre los limites
aue se fian

L e s

) S
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Problemas propuestos

1334, a) Hallese el drea encerrada por Ia cur-
v p=acos 3o, en el espacio rayado.
Encuéntrese el drea determinada por y=
=tex entre 0 y #fd.
) Caleilese el drea determinada por y=Ls en-
wely's,

1335, Hillese Ia longitud de las curvas que se indican:

136,

1337,

x=Ro+hsen
38, il
V=i

1339, De la asirode que se dibuia en la figura, hallense su longitud y drea que
enciera.

2

1340, Determinense las dreas rayadas que se dibujan:

N
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Integral definida. Aplicaciones

1341, Hillese 1a longitud de las siguientes curvas:

Y=2ChT, desde =0 3 x=3;  y=3e, desde 5=

zx:nmmw}
y=R(l +cos ¢)
1342, Determinese 1a longitud de las curvas que se indicar

=Recos

{, dote =02

. deste 1=0 8 1=a
.

lese el drea del s6lido que resulta al girar alrededor del eje OX, Ia as-
rlde 4 proviems 1535

134, Determinese el drea de una superfcie estérica de radio R.

B Bt oty o s 30 gt 94 apoiits aus el 3 e
a elipse’ 216+ dedor del ¢

1346, Halles el wolumen dl tor, engendrado por la crcunerenia #4144y +3=
al girar alrededor del

D47 Cacless o volumen que resut ol ia alrededor del i deabcisa, o iea
limitada e a de la pardbola y=4x, en 1=0,4].
1348, Hillese i volumen engendrado por Ia pardbola del problema anterior, al girar
alrededor del eje =
D4 Dada la cura de ccunidn y=Ch, esleise en
@) longitud de
) frea de revolucén, al giar alrededor del e de abscsas,
) volumen engendrado,

10,11,

1350, Determinese el volumen de un tronco de cono, de radios bisicos R y r, y de
altura h.

1351 Calcilese el volumen de una esfera de radio R.

1352 Hallese ¢l momento de inercia del cilindro
cireular recto de la fig

1353, Justifiquese que ¢ momento de inercia de una barra homogénes, respecto de

su e perpendicular, por uno de sus extremos ¢s I=-
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Problemas propuestos

1
1354, La pardbola y=-* determina el segmento parabdlico que apasece en Ia figu-
ra, sumergido en agua, 4 nivel de superficie. Calclese la presidn que soporta esc segmento
parablico.

1335, Un bile inextsnible de 10 m de longitud 3 2 k8 de mase sute s coerpe
K Seentoln 3 ' dek cable sabve un erno, Gerando of cuerpe. Determinees of

rabajo realizado.

1356 La entrada a un depésito cilindrico de radio 7 y  metros de altura es un agu.
ero ¢ su bas. Determintse ol trabajo Que s< hace al Henarly eon un lguido de den-
sidad p.

1357, Decerminese la intensidad de campo cléctrico que produce en el punto P 1a
distribucién lineal de cargas de la figura, sabiendo que 12 densidad lineal s de 10

Fem

Determinese el trabajo que se realizaria al mover una carga unidad desde el
punte ATy B 15 o rgo de 1 Tinea
1

1
2=26_1)

Comprutbese que cste wabafo es gual 3 la diferncia de patencil entre ambos pun-

tos. El campo estd creado por una carga Q, colocada en el ori

135 Dlctiion o clclc do s Sy i s

o [Lu

o [wsan o
[ w0 s

13.60. Caleilese, mediante el paso al limite de la suma integral, las dreas limita-
das por:
1) Larecta 26-3y=0 y el eje dn abscisas en el 1=[0,6].
2) La pardbola y=2* y el eje de abscisas en el I=(0,3].

29
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14

Célculo numérico. Aproximacion.
Interpolacién

absoluto
lgl<s

et
Ig <)

nterviene o error
personal

Se et o i chcn e =3
(T e e

Cet
(repernin & w;g;

M0 m————————— <
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Cdleulo numérico. Aproximacion. Interpolacidn

Polinomios. Ceros reales
f)=ax*+ax*+...+a, 3 +a/aERYi, nEN

Cero 0 raiz de [(z) es un « € R/ (@)=0 (caso real).
Teorema del resto (Ruffini): El resto de dividir un polinomio por el bino-
mio x—a es R=/(@).

Regla prictica para el célculo de raices racionales.
12 Se ensayan los nfmeros +1 y —1 para averiguar si anulan a [(z), apli-
cando Ruffini todas las veces que sea posible; se conservan los ltimos restos
1) y (~1) cuando se llegue a divisién inexacta.
2 Se determinan las cotas de las raices (véase problema 14.7).
3 Se calculan todos los divisores de @, (y de a si da l caso de fraccio-
narias) y se observa
) Los que quedan elininsdos por (2.
2) Los que se eliminan
3 Con Tos que quedan se ensaya por Ruffni.

Nota. Si f(0) y f(1) son impares => f(x) no tiene ceros enteros.

i ninguno de s nimeros: f(—1), ), ) e miltplo de 3 =>§ M0 "‘;

anterior
Criterios de separacion de raices

Criterio de Sturm

El nimero de ral:es simples o miltiples de f(x)=0, comprendidas en (, b),
e V@-V(b), &
— fd®), ..y fas(), [, soOn los pclinomiﬂs, cambiados de signo, del algoritmo
le m.c.d., aplicado a I(X) ¥ @
— Viay=variaciones de signo de la sucesién @), (@), f(a)
riaciones de signo de la sucesion f(B), [(b), fB),

@) fai
fasl®), fe

Criterio de Budan-Fourier
El ntmero de raices, contada cada una tantas veces como indique su orden
de multiplicidad, de fx)=0 en (¢,b). es V(@)—V(b)—2, donde

riaciones de signo de la sucesin f(@), (@), ... [(@);
riaciones de signo de la sucesion f(0), [®), .. [*®).
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Caleulo numérico. Aproximacidn. Inierpolacitn o scomsunincr e

Cttaémo, idemks ol Critrlo dé Desrtes ackie e iimerd d ales posk-

tivas de una m.ma.., nimero de rafces positivas de un

cxén e 2, donde V es el nimero de variaciones de signo de la sucesion
et 30 s (Véase el problema 14.8)

Aproximacion de raices (Véanse los problemas 149 y 14.10)

D) St lx ey B M Gbiak (rep
Sustituir la curva por la
extremos (Newton)

falsi)
tangente en uno de los

en ambos casos | S0 KOE 80O | 0 en @)

Se loers una mejor aprosimacicn en el método de Newton s se lge o extre-
moen o que signo fsighe -

Interpolacion. Extrapolacién

Intervalo=h=x,~x., kEN.  Diferencia tabular=A=y,~¥+. | € N.

=cte.y A # cte. Sih £ cte.
Newton Lagrange

cte. y A=cte.
Lineal

Lineal (por dos puntos)

Aitken (por n puntos)

=Yoo i

Parabdlica general (por n puntos)

)
donde

Lagrange (muy frecuente en la lnurpolaclén inversa).
La formula de interpolacién de Lagrange permite escribir directamente la
funcién polinéica e grado  Que pace pot 106 b1 Puntos (540, (400,
@) (-2 o (rx)
) (o) - o)
falta x0 como sustracndo

(=) (F=%) . (r—)
T Gx) )
falia x1 como susiraendo
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Caleulo mumérico. Aproximacin. Interpolacion

Newton

o=k () dwk (5) ek (1)
Interpolacion Interpolacion

Si x se encuentra entre dos valores

Si % se encuentra entre dos valores
de la segunda mitad de 1a tabla,

de la primera mitad de la tabla,

segunda de Newton

., primera de Newton

. es el que sigue a x en las
tablas

 es el que precede a x en las
tablas,

Extrapolaciin Extrapolacién
es menor que los de la tabla, Si x es mayor que los de la tabla,
supuesta ordenada de menor a mayor.  supuesta ordenada e menor a mayor.

Integracién aproximada
Sea f(x) continua en [, b]. Se divide este segmento de integracion en n par-

-

tes iguales, y se elige el intervalo de cdlculo h=
Entonces, si x=zc+jh, (@=x); y=f(x),

Trapecios (1€ N): &+ (ﬂ
ks 2
tramos rectos

s =12
[ 16900 | e (52

e R |

Simpson (n: pa
(arcos de pardbola)

1 manejo de las formulas, usaremos el siguiente simbolismo,

suponiendo n un ndmero par:
E=suma de ordenadas extremas =+,
B ds e coom o Yo ausbiate Lo
a de ordenadas de indice e bt
P e oeteoeie 4o (s permE T

Nota, Para la eferid ardad d los fndices, bay que mumerarlos desds o 0 5 0
desde el 1, Ademds, en el sim o, fijémonos en que tanto en I como en P,

‘o entran lis ordenadas. extrems

25
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Caleulo numérico. Aproximacitn. Interpolacidn s imtmcs st

Con todo ello, nos queda:

e
: Tare
2B 2n) Pt
Feer =5
o< Fle-e
s < 3.0 1-0- £

Para conseguir una exactitud dada ¢, se determina el intervalo del cdlculo h
a partit de las formulas del error en cada caso, y una vez hallado se redondea

por defecto de forma que

sea un nimero que nos dé el de divisiones n.

Si n0s fijamos ahora en la figura adjunta (un trozo convexo de curva respecto
al eje OY), observamos que
s

h=t—g Vp=l2..n
Area del trapecio mixto PAFQ>
>Area del trapecio PAFQ=
PA+QF _ 1
LALOR L bt
¥ sumando todas las dreas resulta:

Az (L-rr)

por 1o que la formula de los trapecios nos da una cota inferior.

Ademds, drea del trapecio mixto QFCET<drea del trapecio QBDT=
=QT-RC=2hysy, y sumando todas las dreas, nos da: Area<S=2/I, como
cota superior.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. En un andisis de laboratorio se ha encontrado una aleacidn de mo-
s ol 3354 por 100. estando.evi nor-afociado de n evtrseitivg me:
nor que 1,5 por 1000. Estidiese el redondeo de dicha cantidad.
Tesemos: 1=00015, lasgo L5005
soluto ser
o toeos, el 8 da T cantielmes tendrd un, error que podri ser de
hasta siete unidades de su orden; suprimiendo las cifras el nimero a partir
de’ésta tendremos come valgr redondeado 43,2 (por detesto).

075, y, por tanto, el error ab-

28 e m——— e r———
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Abora bien, el error cometido al hacer ese redondeo serd €,<0,075+0,084
0153, y como 0159>01, o podremos ascgurar que nimero 43,2 tiene
sus cifras exactas.

Si hacemos ¢l redondeo al valor mds préximo (por exceso), ts
e 3 s lleenei ent. se nmers 3 €1 dado, o+ D016,
por lo que €, <0,075+0,016=0,091 <01, luego, en este redondeo, ¢l nimero 43,3
tiene todas sus cifras exactas.

M2 AL bala s engente dl ingulo que forman dos ureas, obienemos el
valor de tag z= un error e 0,005; calculando el dngulo, re-
T s T TR 5 500t oo iene el wator” dl dnil hliado?

De z=arctagx = E,- ,0017 rad.

0005
1+x' s = L=y

Como 0,0017 rad=6' =
Comprotmao en wea e o ilorss trigonométricos, observamos que:

tag 55 4'=tag (54 58 +6)=1,431=1426+0,005

143. Erzaum la suma: 2,75034-+0,00532+0,7258913, dando el resultado
con dos cifras decimales exactas.

sumandos no tienen todos el mismo ntmero de decima-
les, conviene, ante todo, tomarlos con el mismo mimero de cifras, y, de este
modo, ol emor del resultada al sumarlos, serd menor que n unidades de este
orden sindo n ol nimero de sumi

en el caso de que el mimero de sumandos sea cinco como md-
ximo, y todbs aproximados on ¢l mismo nimero de cifras decimales exactas,
ol reultdo tendrd wn cfr esacta menos que los sumandos.

o deberemos tomar fres cifras decimales en cada uno, ha-

clendo e redendeo al valor mis proximo; luego,

2,750++0,006-+0,726=3,482
por lo que la suma serd: 3,48 con todas las cifras exactas.

Si el nimero de sumandos excede de 5 y no llega a 50 habrd que suprimir
e dos timas i del reultdor

144,  Realices el producto de los mimeros; 000463817 y 392421, tomando
las cifras necesarias para que sea exacta la de las centésimas

Como 0,004-300=1,2 => la cifra de las centésimas ocupard el tercer lugir
del resultado; entonces. deberemos tomar los datos como cuatro cifras signi-
ficativas exactas

0,004698-392,4=1,8434952
luego el resultado es: 1,84,

Nota. Cuando se trata de muldplicar o dividir dos nimeros aproximados con el mis-
mo nimero de cifras signiicativas exactas (contadas en cada uno de cllos a partir de la
mers sgfcatve e n auierdn manca 3 pori de 1a com) & esuado tene wa
Gifra significativa menos que los datos.

il cso de ave I primera e uno de llo s . undad, b e tomarse e con
una cifr i que o o

oo 5
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Céleulo mumérico. Aproximacitn. Interpolacidn  vesevmcrmmensrem e s
145, Disdanse 1374625 y QARS6S, obeniendo resultado con cuatro ci-
fras exact

Segun I ditma s anteir, omaremos: cis cilrs ca o divideado, por
Ser la primera un 1, y cinco en ¢l

137,483 _
Dtogg=2809 con todas sus cifras exactas
gl e de cristl de 437 om de dimero dento y fura

para saber la densidad de este iltimo. Fuera del liquido pesa
B ydemrodcﬂ 273,45 g. Calcilense la densidad del h’qmdny prifsoe
cometido. Los datos se han hallado con todas sus cifras exactas.

Bl volumen e Ia esfer 8: Vordfhm el Qof e, dos-
de T T e g VA @

El error relativo del didmetro, &,=

l6:

El relativo del volumen: ¢

l B
B peso del liquido desalojado es: 327.72-21345=5427 g, con un eror
absolto ¢, <002 y eror relaivo <-me—=00004.

5427

L densidad del liquido serd, pues: 24902, con un error rela-
075+ 00004 =00179<000, de donde 50
0L

FPor tanto, e falss I cifs de las milfsimas ( 12 que le sigoen) y a deo-
o 0 s e o Beimtivn o

tivo menor que: —o-+0,0004:
error absoluto serd s €,<0008+125

147 Hallese la descomposicién factorial de:
=10 2~ 11224+26 2+253 36
Acotacicn (Laguere-Thibault:

Eal

EEERD
P CEn
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Problemas resuelios

por tanto, x=1/x'=
Poniendo ahora

3 es cota inferior de las raices positivas de [(2).
¢, resulta:

H=2)=10 242~ 11224~ 26 24 253 £ —36 (@)

mismo con éste que con el anterior => sus ceros positivos estin

A Aty

“las raices del polinomio dado /() estén en: (=4, —13)U (13, 4"

2¢ Raices enteras:

Todos los_divisores|
naturales de 36 son:

Segin In acotcin halsds) | Batas Gitimas deben
pueden ser: cumplir, a la vez,

13 ’
T 1 f=l=ai=d] ’
4 2 36 11, 2,3 las positivas

= las dnicas posibles son: —3 y 2. Ensayemos por Ruffini,

I BB
AR
B e —

P,
‘ r
0 52

}' -,

I I ST S S T S S

0 s » e acto

con ello, f(x) slo tiene dos ceros enteros, el —3 y el 2, y podemos poner:

=2 (x+3)-q(x) | gx)=10x'~ 11 P41 *+2+6

32 Raices fraccionaries (p/a):
s divsors e L eyt @ 6 3 5 wof =
las rafces fraccionarias pueden ser:
B 3B e funto con sus opuestas.
20
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Caleulo numérico. Aproximacion. Interpolacitn

1

Pero, segin la acotacién hallada en el apartado 1, no pueden ser: %

1

al)y=-35 .
22 y ademis de ", | = solamente son posibles:
9, q-D=-15=g%p
2

Ensayando ahora por Ruffini,

2 u s
s 32 s -
x & 2z 0~ meaz
s 25 « n
[ I 1) [
que son las dinicas y ademds simples. Con lo cual,
qx)=(x+3/2)-(x+2/5)-r(x) con rx)=10-(x'-3x+1)

gl
e poser1=0 = = 2EV g 52 300
Con todo,
910120314320+ 25 (2
es I factorizacién buscads.
148, Sepirense las raices de [()=

\) Criterio de Sturm
En primer lugar, hallaremos los polinomios de Sturm:

P -3l

033 x-0,11 % @11 2-3)

60,37 x—0,11)[ 9-037

T 3°-2x-3
24066 +x
4

F2x+1
0342022033
[-222x+0,66=

=—[@)=—6037z-0.11)

Como s6lo intervienen los signos y o los valores absolutos, podemos poner :

Hay, por consiguiente, una raiz en (=, 0); otra en (0, 1) y otra en (1, ++).

28
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Problemas resueltos

2) Criterio de Budan-Fourier:

E
-+ — *
+ = =+
- = o+ o+
+ o+ o+ o+
3 2 1 0

Vi—e)=V(0) -

V(O)-V()—3=1
V)=V(+ )2
Con esto, nos da el mismo resultado anterior.
3) Criterio de Descartes:

pues de 1, el Gnico 3 que se puede restar es el 0.

La sucesién de signos de los coeficientes de f(x) es:

—3=062

¥,y la nueva

+ — — + = V=2, luego, nimero de raices=

a hallar el nimero de raices negativas, transformamos
susiicn e sigacs de Jos coutcientis ser?
—— + + = V=1, de donde: 1-3=1 raiz negativa

En resumen, y fijindonos en Sturm, tiene dos rafces positivas y una negativa.

149.  Halese, con error menor que una centésima, la posible raiz de la fun-
cidn del ejercicio anterior (14.8) en el intervalo (0, 1).

Desde luego, como ya vimos, sl hay una rals, 3 la calularemos apoyin-
donos en el teorema de Bolza

o 10=+1 o
[ey=P—2 =341 = tm) 3 luego, €0,/ f(9=0

Primera. aprozimacién: Tomemos un valor intermedio =05 € (0, 1), en-
tonces,

125-025-15+1<0 = x € (0,2)=(0; 0,5)

f@y

o0 8 da Segunda y tecers gprocimaién precisa, expresamos sus

cilculos en las tablas qac & Contmuacion. se reat  en forma d
tecuadro, aquellos valores para 105 cuales 1a funcion cambia de Higno.

(segunda) por la que x € (03; 0,4) = (tercera) por la que x€ (0,31; 032)

= | e Foxi3etl
o1 | 0001—001—03+1= 068 om0-0ms—0s3-+
02 | 000-004-0e+i= 03as 0,030,102

03 | 0027009 _09+1= 0037 0036

04 | 0064—016— 0,0

90,1
SO ahs s 1= o0

29
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Cdculo numérico. Aproximacin. Interpolacion

ast sucesivamente se obtienen dos valores que difieren en menos que uno
prefijado de antemano €; cada uno de ellos es un valor aproximado de la rafz
ada, con error menor q

posible que ésta no sea I
solucion aproxir o5 raic
en que su diferencia sea menor al grado

st caso: rafz <=0 (por delectey o rais 3037 (por exceso), con
error menor que 0,01.

14.10. Dada la misma funcién anterior, aproximese —si procede— la raiz
que estd en (2,3) por los métodos de:

1), Regula falsi; 2), Newton; 3), mixto, con aproximacién hasta las milé-
simas.

1) Regula falsi (cuerda). Como
—-1<0 y  [0)=10>0

5>0 'y f)=18>0

10>0 y [G)=16>0

observamos que [ se mantiene posiiva- Con todo = procede aplicarlos.
Nuestro caso es el de la figura adjunta.

Bl purtn do St 114l et AB con
las x viene dado

B 0 l
»

PR NN
ERNTEN f=T
También, directamente por I f6rml:

_ afo)-b-fla) _2- 3

LG

@

2) Newton (tangente).
El extremo a elegir es b=3, pues () y /) son ambas positivas.
Recta tangente en x=b: y—10=18(z—3), que corta a las x en a=—g—
También, segin la férmula a=g~f(b) | [(b)=3-10/18=22/9.

3) Mixto (reiterado - sucesiones).
® @ @ 10
[CENN O
3 10 18 0,556
444 2,293 10031 0228
216 0323 7301 0,044

f—oo0—]

) w . 5
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(B~ B fler) — fla)-,
- s e —2169
[ @)
V1. Los odores de la densidad de una disofucion de wna cierta sustncia

a la temperatura ambiente de pard diferentes concentraciones (peso en
tanto por ciento), son los de la tabla siguiente:

071 28 500 714 938
10035 10140 10245 10350 10455

1) Densidad de una disolucion cuya concentracion sea 643 por 100.
2) Concentracién de una disolucion cuya densidad es 10382.
El intervalo es siempre 2,14, y la diferencia tabular es cte., 00105; por tan-
to, aplicaremos el caso linedi,
Como 643 esté en (5,005 7,14), la densidad pedida es:
00105
21

(r—x)=10245+ (643-5=10315

de la tabla, luego

214
o (L0382-10350=779

MI2 Los clres do o ensin de spor de epes, B, @ dieetes Lempe,
raturas, se encuentran descritos en la tabla adjunta, comodidad
fposs s e el gl o gk iy

O " o & » o error
00 [ 76000 255 255 .
105 | 906al 210 269 .
no | 107537 79 500 4
us | 1268 fro 6
120 | 149128 72 937 e
25 | s 3909 136 «
Do | 20028 45 357 1 o
s | 7 | 6 02 37 019 s
o | 2176 | 407 4776 39

15 | msss | s 5169

150 123 | 50737

155 150

juse algsin dato, s estuviera equivocado.
B Cotiiee &t 4 sapor de o o 1 temperatures

n, 125 2), 200

4) Si ocurre que uno de los valores de la funcién de la tabla estd equivo-
cade) e oghr s Sgurme o veedadr eoarh o pote, Sendo g o ciecor AL

et i ——— e 251

PROBLENAS DE NATENATICAS. 17
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Caleulo numérico. Aproximacidn. Interpolacion

hallar las diferencias, arrastraremos ese error cada vez en mayor mimero de
ellas. Vedmoslo asf

[ A A | &
" +e
w e 5
" 3 e e
w it 3 To
s e a2 43¢ —4e
wete e aire 5 +e
"

u

3 cxaminando l cusdro, vemes que los coeficientes de ¢ en I diferencles de
iguen a ley de formacion de los es del desarrollo del

hmnmlu [
En nuestro caso se adviete claramente que en la columna de las dieren
e cuartas hay emor; en dictia 2,1 primera dierencia y 1as dos d

aproximadamente iguales, y yod e vaioe a0, Eac
i gty enicr Sevaanats, (1173 mumentado o § 5t donde

El valor equivocado es, pues, 1745,92, correspondiente a 125°. Su verdadero va-
lor serd:
1745,92-2,05=1743,87

que llevado de nuevo a la tabla, nos queda, como correcta

‘ " » » » a
o .55 o1
168,96 6 26
194,06 s o1
2185 % o1
25259 %7} o
268 4l ok
95 57 o
36390 374 019

7.92 5
5568
so737

15 om0
0) L caso () s interpoacin, y cegivemos a lnea horiontal de la tabla
correspondiente a la (=110
Entonces,

12-110 _2_
5 5
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Problemas resuelios
Iuego,

Hue=1 075,37 40419406+

0,13=1149,83

0404-1 0,
B e}
El caso (2) es extrapolacitn. Como 200> 155, clegimos a segunda de Newton
¥ 1 iima fila de todas de Ta tablay

200-155
5

45
=5=

con lo que

& 90-1) o, 96-DO-2) .
& S 6 g

PRI T T—

14.13. Hallese el polinomio interpolante de A(0,2), B(1,5) y CG, ~1).

(G G | @ nmamlan—n=2
uamemos: § (o2 (80 s (U como 1S T IN T
no podemas aplicar Newton. Entonces,

Aitken
L uk )
1e)=ya) = P>
pero .
_ e —p—x) _ —1a—)=56-3)
) =1
W) —pr—z) _ 5=0)-2x—1)
= =3x+42
= -0
sustituyendo,
_ A8 a-0-GriD -3 1 o
W o - +5e42

Parabdlica general

)= Yus=toka(x—x) + @~ ) (x—1)
y ahora se trata de hallar @, y a..
enemos

para que pase por (1,5),
luego ya=2+3x
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Caeulo mumérico. Aproximation. Interpolacion

Entonces,
243 +apa(x—1)

=ar+afe—x) (=%,
obligindole a que pase por
(=0, —1) = —1=24+3.34+a:3G-1),

En resumen,

2435 2e(x - )= -2 45542

Lagrange
G=D@E-3) E-0)x-3) E=0) -1

©-D0-3)"T0-00-3)  G-06-D)
—26 45042

(=)

2 5
3 @A)~ @3-

1414, Calcilese:

a=[ e

dimos o interalo de fntepracitn (0.1) en diez parts igutles con lo
que el intervalo de cdlculo es h ispongamos de la tabla de valore:

% E &
00 +
o1 | o +
02 | 0s61s:
03 | 091743119
04 | 062
05 | 030000000
06 | 073529412
07 | 067114093
08 | 0609756 10
09 | 055248619 +
10 | 050000000 | ... +
150000000 | 159258520 | 393115732 | 36865765

Poncelet

SIS )

785 1668 34

(15+4-3,93115732+42-3,16865765)
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Problemas propuestos

Finalmente, la integracién directa nos da el valor:

ax

f P 785 3981 63
Com se v, formula de Simpson conduce 2 un resltado mucho mis apro-

ximado que lof anterio

Acotacién de Ia: errores

D e 1+x‘ = V=T

luego mdx [y"| en [0, 1] es 2, para x=0. Entonces,
(0 17‘

1.2

E.< /6+10<0,002. Y, por observacién directa, <0,0004.
Py Ep én 1-00106... <0001L. Por observacién directa, <0.0002.

) By <2/3:0,1-0, X 2

PROBLEMAS PROPUESTOS

1415, Sablendo que los mime 1207147, b=38,57 cm, c=6478 kg, tienen
sus cifras exactas, calculense sus errores absolutos  relativos.

14.16. Determinense las cifras exactas y escribanse en la forma que corresponde
los nimeros: 1) 48,361, con precision del 1 por 100; 2) 5923, con precisién del 2
por 1000,

1417, Simense los nimeros aproximados que se escriben con la aproximacion que
se indica:

1) 0,000875+65,108701+8,23001 +0,01011, hasta las milésimas,

2) 1,01806+0,780164-0,99909+3,45678 500017, hasta las centésimas.

1418, Calcilese ¢l cociente de las siguientes parejas de nimeros aproximados:

@ 7,0018; 101,876 con todas sus cifras exact

B 76019: 35765 con precisién del 3 por 106.

1419, El lado de un cuadrado es x=46,8701008, con un error de e < 0,00003. Calci-
Jese su drea sabiendo que: x estd medido en hectometros, y tomando e, L, referente a
Kilometros; 29, referente a hectometros; 3.7, referente a milimetros.

o de una cierta aleacién metdlica pesa 93,4 g. Sus dimensiones son:
altura, 11 cm. Calcilese su peso_especifico si los errores ea
e meiidas de Tonted s0n deorden del 1 por 100 3 ol peso det 10 por 100

1431, Hillse con qué cracitud deben tomars los wlores de = y de o sesleracidn
de la wravedad,  la medida d Ia Iongitud de un péndulo, cusndo se deses co
Deriods de ceciaién de un péndulo con un error Wiativo del 05 por 100 5 diche pe-
riodo es aproximadamente de 2 seg.

gl un e

255
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Caleulo mumérico. Aproxiacidn. Interpolacion

1422, Proébese que (a+b)—(a—b)* es divisible por 2, siendo a,b,1 € Z.
Stsiete
1423, Simplifiquese la fraccion .
R Ry

s
03t et s s e sne P ¢y

ados 1) 438 drka; 560 2, determinese o para
i e a3 pta duyhﬂhmwxllmd .
n polnomi 19, dieidide por x+1, ds de testo 45 por x_3 do de resto
_usA 0 oo dard ol i poc #2530 n...m‘..u. 1) ‘sablendo que es
jarto grado y divisible por x('—4). ¢Cuiles son su
1427, Dados A@W=s+l, B@=xt+l, encuénuese M, N | M-A+N-
=mcd. (A, B).

1428, Determinense o y b para que x'—8x*+axt+bx+1 sea cusdrado perfecto.

1429, Hillese m para que las raices de xb+62 7 36x-+m esién en propresion
aritmética.

1030, Acotense las rafces de f(e)=2¢\+450— 59— 61c+30.
1831, Hillense las raices de los polinomios que se indican:
1 AHGb DA B et @boatd=D

—

Bt e Y

1432, Separacién y cdiculo aproximado, hasta las centésimas, de las raices de:

D Bzl
2

1435 Sabendo que ls diterencias de cuaro orden son comsates, formese I bl
de Ia funcién v 42684 3r, cuando £ € (1,10 €

0000; log 2=0301; log 3=0477; log 4=0602 y

logl7  log2s gl logdé

senll'=01908  sen 12
senl4'=02419  sen 15’

2079
02588

dedincase e conengy los aloes d los sens cade medo grado
O ovcmia 110,77 windo pare el i Tormai de N

1436 Interpiense, por el método que mis convenga, los puntos:

13); A ).
3 Ad0,D; MG - A AL AG D
1437, Caleulada la contraccién # (en milimetros) de un muelle metdlico en funcién
de los pesos (en Kilogramos) que actian sobre €, tenemos la siguiente tabla:

= s w15 20 5 “
P4 105 a2 2 a1 4B ey ™
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Problemas propuestos
Comprutbese si los cileulos son correctos y determinese la carga que produzea una
contraccidn de 18 mm del resorte.
1438, Calcilense por el método de los trapecios, determinando el error cometido, las

b [oeme 2 [ 5 [

3 en 1a primera, hillese el intervalo del cdleulo si se pide con exacttud del 4 por 1000,

1839, Determinense, con exactitud hasta 001, las siguientes integrales definidas:

v jv » [La 5 [

1440, rno ba esadide durnte ocho foras babéodose melido 1
tmpesis ol empese s arde 3 41 ttoieat cud boe, oon b oo esaado

TC 3 mes 14 w3 w21 068 97
o 1 2 3 4 5 s

w1 463
Hora 7 s

Calcilese su temperatura media.
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15

Sucesos aleatorios. Frecuencia y
probabilidad

Para_ demostrar que dos sucesos son iguales ha de justificarse su inclusién
reciproca: A=B <> (ACB)A(BCA).

i ” Incompatibilidad: A N
A A o s oo < {2 40

La estructura de [P(H), U, N] es:

L Absorcién Uy N
L dempotencia U'y 0 .

L Asociatividad Uy 1 [ RO | gy
L, Conmutatividad U y N complementrio | Alghr
L, Complementariedad ... e Boole
L. Distributividad U y 1

niimero e éxitos, o sea, nimero de

Frecuencia absoluta del suceso A=
veces que ha salido A.

siendo n=ntmero de prue-

Frecuencia relativa del suceso A: f(A)=
bas realizadas o ensayos.

Como ' <n, f(A)=h,<1.

Para el suceso seguro, '

Para el suceso imposible, '

entonces, f(F)

; entonces, f(2)=0.

258 e o 5 B 1 T A, S ———
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Problemas resueltos

Regla place: La probabilidad de un suceso es el cociente entre los
s T (éxitos) y los casos posibles, considerados equiprobables e in-
compatibles.

Teorema de la probabilidad total:
VA, BE P(H); p(AUB)=p(A)+p(B)—pAN B)
Si ANB=0, entonces, p(A U By=p(A)+p(B).
Probabilidades condicionadas:
ABEpH); A+9; B+D; ANB+O
Probabilidad de B condicionado a A=p(B/A).
P(B/A)=probabilidad de que, habiéndose verificado A, lo haga B.
Teorema de la probabilidad compuesta:

VABEPH) A+ D, B+ 0
PA N B)=p(A)-p(B]A)

Sucesos i ie Ay B son i ientes <>

Teorema de Bayes:

Hipétesis:  H={h, hy |
Probabilidades “a priori’

& ph), plh), plh)
ACH
Verosimilitudes: p(A/h), p(A/h), p(Al)

teorema de Bayes permite conocer las probabilidades “a posteriori”, me-
diante Ia siguiente expresién (andlogas f6rmulas para p(hi/A) y p(/A)):

- PU)-P(A )
PR PUATR + b XA )+ Pl PATR)

PROBLEMAS RESUELTOS

5.1 Diferencia de sucesos, A—B, es otro suceso que se verifica cuando, ha.
uéndolnA 0 lo hace B. Ast, si A= {hy, by, huf, B={hy, hy by}, entonces A—B=

Sabiendo esto, demuéstrese que las dos definiciones de diferencia. simétrica

(AUB)—(ANB)
(A-B)U(B~A)
son equivalentes.
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Sucesos aleatorios. Frecuencia y probabilidad

1 Demostremos que (AU B)—(A N B)C(A—B)U (B—A)
VAEAUB—-(ANB) = (hEAVHEB AREANB)] =

= [(REAAGEB)VIREB)AGE A)] =

= hEA-B)U(B-A) [
25 Demostremos que (A—B) U (B—A)C (AU B)~(AN B)
[VhE(A-B)U(B-A)] = [HE€ (A~B)V hE B-A) =

= (hEAAGFB)Y HEBAGE A) =

= hEAUBAREANB) =

= hEMAUB—(ANB) @
Demostradas las dos inclusiones, queda demostrada Ia igualdad pedida.
152, Simplifiquese: (AUB)N (AU B) N(AUB)

(AUBIN(AUBN@AUB=[(AUBNMAUBIN@AUB) por L,

[AUBNBIN@AUB) por Le
=[AUZ]N(AUB) por Ly
=AN@AUB) por L; (ley de identidac
=(ANA)UMANB) por Ly

BUMANB) por L

ANB por L

153, Justifiquese que la cmplcmnmcufn dul ﬂgebra de.Boole de los su-
cesos es imvolutiva; es decir, que YA CH,

Sea BCH; segin L, BUB=H; BN

=0

segiin L, BUB=H; BNB=0

Supdngase que el suceso B es el contrario del A; o sca, B=A. Sustituyendo,

AUA:

i AnA=2
Gl G5t O Somi Al (1 ' g & i
de un suceso es nico, resulta que

154. Pora proparar Matemiticas o Quimics, un grupo de cumrenta esti-
diantes se sientan por pareias. Se sabe que treinta alumnos del grupo cursan Ma-
temticas y veinticinco peierig Quiénice. 20ud probatilidal hey de gus conel
dan dos dlamnos que pueden trabojr en comi, en e Le dot asgnatures

30+25-40=15 alutnos hacen las dos asignaturas
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e Problemas resuelios

Sucesos :

ursar ambos Matemiticas
ursar ambos Quimi

rear ambos las dos ssignaturas

MU Q=cursar ambos, una, otra o las dos asignaturas

2 :P(M)+P(0)—I;M n( ?s))
(;0) (25 2 1354300 — 105
U=t 2L A2/ B5HIN-105
o6 6 "
15.5. En una clase hay qumct chicas y veinticinco chicos. En una prueba
crita do Matemdticas ha habido dieciocho insuficientes, de los que ocho cores-

ten a las chicas. ¢Qué pmbab.hdai hay de extraer de las cuarenta hojas de
examen una que, perteneciendo @ una alumna, sea insuficient

=080

Sucesos: A=extraer insuficiente,
extraer prucba de alumna,

AlB=extraer una hoja que, siendo de alumna, esté insuficiente.

Probabilidad de A condicionada a B.

EI muestral del suceso A/B es 5, puesto que se supone verificado. Asf, pues:
Casos posibles de A/B=los de B=15,
Casos favorables=3

ronl36._£Oué probabilidad hay de que Jabiendo estrado de una barcia de cus-
a naipes una carta “bastos” sea figur

-

PA N B)=p(a)-p(BIA)
HANB)=3/40; pA)=10/40; p(BIA)=3/40 : 10/40=03
157, n la caegora de prusbas lancar un ddo l i y ler s cara s
perior en reposo” se consideran los siguientes sicesos:
tener un nimero mayor que 4,
nseguir un miltiplo de 3,
tener un nimero impar,
D:cmsgpm un ntmero mayor o igual que 5.
Decidase si los pares A, B y C, D, son 0 no sucesos independientes.
H= I by s B, h.q, A={hhili  B={h b}
huhsl; D= lhy b}

p(B) * p(nw
A'y B sucesos dependientes;

261
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Sucesos aleatorios. Frecuencia y probabilidad

D) = pDIC) =
= C'y D sucesos independientes.

158 e dipone de dos cjas igales, contenedores de dos bolas blacas
tres rojas y cuatro negras, la primera, y de ire bancas, curo rojs y cinco
neg o sopode 52 o, o e, ot d de  cada ng, de o s, 20ub
probaild E conseguido del mismo color?

ovtence vor 4 o, cG00 ot prodcis s s verfa

o s s

B=obtener par blanco
i BURUN

cener par rojo
N=obtener par negro
Los sucesos B, R y N son incompatibles (1).

De otro lado, para que se produzca el suceso B han de realizarse los sucesos
By=obtener bola blanca de la primera caja, y

by=obtener bola blanca de la segunda caja {”=b‘m"

De igual manera: R=nNr; N=nNn,
Los sucesos by by, 1, ¥ 1 i ¥y Son sucesos independientes (2).
Componiend 1os Sucesos andizados, resulta’
A=B:NBY)URNR) U N m)
La probabilidad pedida, teniendo en cuenta las observaciones (1) y (2), es:
PAY=p(b)-p(b) +Pir)-plr) +p(m) P(":)
PAY=2/9-3/12:4+3/9-4/12+4/9:5]1
159. Admitase que la probabilidad de que un hijo sea nifo o nitia es la mis-

ma. Supuesto esto, ué probabiidad hay de que una familia con cuatro Hios
tenga, al menos, un

A=tener cero varones=tener Cuatro nifias.

neneng; mi)=(%)'. mIA

A=

1510 Se tiene una bateria de cinco umas opacas, contenedoras de bolas
iguales, segin estos datos:

Urna A=cuatro bolas blancas.
Urna B=tres bolas blancas y una negra.
Urna C=dos bolas blancas y dos negras.
Urna D=una blanca y tres negras.

Urna E=cuatro bolas negres.

Con los ojos vendados, se toma una bola de las urnas, advirtiéndose, luego
de la extraccidn, que se trata de una bola negr. ¢Cudles son las probablidales
de que proceda de cada una de las cinco urnas?

2
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Problemas propuestos

Las probabilidades e’ que proceda de cada una de las cinco urnas son:
PA=p(B)=pO)=pD)=p(E)=1/5

Las verosimilitudes respectivas son :

PNJA=0/4;  pNIBI=1/4;  PINICY=2/4  pNID)=3/4;  pNIE)

Segin o teorema do Bayes, s probabilidades de que,siendo bol nega, pro-
ceda de cada una de las umas son

1/5-0

PAINY m= HBN)=1/10; pCINI=2/10
1/5-3/4 o

ome 1/5:(0+1/4+2/4+3/4+1)

PROBLEMAS PROPUESTOS

L1 En una barsia de custenta catas, scudl s a probabildad de que un g0
de cinco caras contenga dos ases? (Cul de que conten
1512, “Siendo A 3B dos sucesos del mucstral H, sabiendo aue A C B, Jusifiqueses

a) ANB=, b AUB=B; ¢ BCA; d AUB:

;o AnB=o.

15.13. De una bolsa que contiene dos bolas azules y tres rojas, se extraen simulti-
néaments dos bota. £Cadles som los sucsos que compons of sucsso A ="aber extraid,
al menos, una bola roja”?

15,14, Determinense los sucesos clementales del espacio muestral determinado por la
siguiente cxperiencia aleatoria: “Extracr al azar dos bolas de una uma que contiene tres

i6n por sexos
“a o mayer € varda™ ¥

1507, Justifiquese: [(AUB=AUC)A(ANB=ANC) = B=C.

1518, Demutsres que en ol dlbra de Bool de lo sucse, todo sucso iene con-
trario inico. Sugerencia: plantéese una demostracion al absurdo.

15,19, Justifiquese Ia ley de De Morgan del dlgebra de sucesos.

1520 Sea la experiencia que consiste en volver una ficha de las veintiocho de un
dominé  leer ¢l nimero de puntos que resulta.

@) Establézcase ¢l espacio muestral H, con sus trece sucesos clementales.

b) iDe cuintos sucesos consta el dlgebra de P(H)?

©) Denotando h; el suceso “destapar y leer una ficha con i puntos, simbolfcense

%3
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Sucesos aleatorios. Frecuencia y probabilidad

o describanse los siguientes sucesos:
A= by U By b
B=valver y lecr una ficks, al menos, de diez puntos
consigase ficha, miltiplo de 6

. describanse 1os si-

1521, En la misma categoria de pruebas del ejercicio ante
guientes sucesos:

hUkG hOh; MUK

obtener un ni-

lanzan dos dados homogéncos i

mero de puntos, milipo de 2.y o sisso st eComomgfiagi~o
sisten los siguientes sucesos?

AUB;  ANB;  AUGND.

1523, Simplifiquese BNA)UA;  (ANOUBNG: AUMAUIAUGBNAD
1524, S lanzan al aire una peseta y un duro. Hllese la probabilidsd de obtener,
al menos, una cara.
Jane v moneds homogines al sve cnco veces conscuivas, Detrmi-
e s ot e que e s o e e e e
En una bolsa hay diez bolas igules, marcadas del 1 al 10, Custios de

26.
aue se exuaipan por orden “Satari de mumerscion: o) sin reemplazaniento
emplazamiente iendo a meter, cada vez, la bola).

1527, Una wrns contens tres bolas negras y o Mancas. 2Cudl sl rovailidad
Rl e B

1528, iQué probabilidad hay de conseguir un nimero que empicce o 4 d todos
Tos de seis cifras que se pueden formar con los guarismos 4, 4, 4, 3, 0,

29, Tres luadors, 4,0y C Iz moneds homogéoss o air, en e
orden, continuando el jucgo hasta que uno de ellos consiga obtener cara. (Cu ¢ Ia
probebiiad 4 sanar Que tene <oda. v, de o e ooy
1530 En ana ciase by urinta alumnos de 1 misma sdad. {Qué robabiidad bay
i i o s S e 13 | e o

1531, Justifiquese que el teorema de la probabilidad total para tres sucesos, toma la
forma

AU BU C)=pA)+1B) +P(C)-P(A 1 BY~pA N O)~ plB N O+ A N BN C).

133 Hallse I proablidad de conepie wio de ses ol saar n paquete de
cinco cartas de una baraja de cuarenta maip

1533, De una caja de tanteos que contiene tres fichas rojas  cinco verdes, se sa-
in sucesivamente dos ichas. ¢Cudl e s probablidad de que Ia primers sea roa ¥ 1
e verde a4 et do

@ 1o se vuelva la primera 3 Ia caja
b) haya seemplazamicnto?

24
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Problemas propuestos

1534, Se propone a un equipo de tres alumnos la reso

T o tereere SCud e s robubiidd 4o st resveva o probems 4 <

1535, Una compaia de seguros de vida estima_que la probabilidad de que una
muier s, o veimiin aos hoy, slcance Ios setens anos de caad € 03; pars un
hombre, en las mist nes, se considera T probabilidad de 0.7,

) Decrmincse 1 probabldad d que en un mateimoni,acanen ambos Ios seen:

d de que ambos hayan fallecido.

1536, La precisién de un rfl se estima en 0,992 Un media de
s macas 90 dinas por il dipros, (0t proabiliad iy 0o oo b 7 are
hagan al menos, de tres

1537. En el escrutinio de los nueve votos (ninguno puede ser “blanco") de un con-
sejo de administracién para nombrar un determinado presidente, lts primeras cuatro ex.
tracciones han resultado ser positvas. {Qué probabilidad hay de que al fimal esa persona
sea clegida por unanimidad?

38, Hay un cuento de un famoso autor en que se describe una situacién andloga
3 1a que se plantea a continuacin: club de asesinos se escoge al que ha de llevar
a cabo el crimen del siguieate modo: hay tres montones de diez.

oo caras y iiscara, e I o s civamente.
Al tomar una carta de uno d “espada”, queda designado el

1539. En una caja hay cinco cartones, oumerados del 1 al 5. Se pide:

©)_probabilidad de que al sacar dos cartones, diez veces consecutivas, reintegrindolos
ala caja cada vez, se obtengan, alternativamente, de la misma paridad y de distinta

. na rifa by todos los nimeros del 0000 al 9999 Determinese la proba-
bildad de e abinga f premio siuno de lo Bdmros fommados por ire s A
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Distribuciones y poblaciones
aleatorias.

Distribuciones bidimensionales.
Regresién lineal. Correlacion

Espacio probabilistico [P(H), p], formado sobre el muestral H= {hy, by ..., hl

robabidad (artls dsre) L p o
Funcién de | B ——
Ndensidad (variables continuas) o0=p:

,, ”1 AN

Funcién de distribucién (cada valor acumula a su probabilidad la de todos los
anteriores)

o

P(H) ——>
o fo=pn< o

266 marmve———
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e Disiibuciones y poblaciones. Regresin linel. Correlacid

o o

Media de una distribucion: Varianza de una distribucidn:

L i"d’n o* i(ﬂr -wp

Desviacion tipica de una distribucién:

(%) ras pra

Disteibucién binomial
Funcidn de probal

Desviacin tipica
Distribucién normal

Funcién de densidad :

ProoLEuAS o€ MATENATICRS. 18 FreeLibros.me



Distribuciones  poblaciones. Regresion lineal. Correlacidn

1. Las clases de distribucién son puntuales y, por tanto, infinitas, como
Toesn.
2. La curva normal es doblemente asintética con el eje de abscisas.
1. sn intervalo total o recorrido de la variable es limitado.
cién posee un méximo que se corresponde con los valores coin-
cldzm:s de la moda, mediana y media.
urva es simetica, respecto de la ordenada del méximo.
. Ia funcién posee dos puntos de inflexion simétricos, respecto de la or-
denada media.
7. La desviacién tipica viene m
abscisas de una inflexién y la medi
8. Su coeficiente de asimetria es nulo, como corresponde a la forma de
la curva.
Una distribucién normal de media u y desviacidn t
Nig, ).

ida por el segmento ¥,—x,, diferencia de

a o se simboliza

Tipificacion de la variable

¥, entonces, la funcién de densidad queda:

En una distribucion normal i
0 sea: NO, ).

Las f(x) o las ¢(x) de la funcién de densidad de una distribucién normal
0 son probablidades. L prokeilizd de que Ia vaiabl tome valores com-
prendidos entre ay b viene dada por

ificada la media es 0, y la desviacién tipica, 1.

Pa<x<by J"/{xirix

o sea yor I dress deteminads por o cfe de sbaciss, I cora y las orde-
nadas de los valores extremos a y b. Obsérvese cémo se calculan dreas-proba-
idad, segdn su situacion :
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- it Distribuciones y poblaciones. Regresion lineal. Corrlacidn

E;m 1, @ @)

Tan % onm
MO<z<2)=Z  pla<:<z Pa<z<m=
=p0<z<)- =p0<z <)+
—p0<z<z)= +p0<z<z)=
22, A

La distribucién de los individuos en una poblacién normal es:

e (o, +o). en (2, +20). en (=3, +30)

Variables bidimensionales. Regresion lineal. Minimos cuadriticos

Regeelin de y shre =

v con

Onndxcmn Ed‘ mlmm:

L Ey~ “btax

IL Say=b-Srta-Xe
Coeficiente de correlacion lineal
Mide la mayor o menor dependencia entre los dos caracteres.

S o i o it 60

www.FreeLibros.me



Distrbuciones y poblaciones. Regresidn linea. Corrlacion

L

Dependencia funcional
(as rectas de regresion coinciden)

Independent
leatoria (ectas
de regresion per
pendiculares)

 son mayores que 90, se escoge para 7 cl signo — del doble £V,
7 se dice que existe comelacion inersa; 5 a y f on menores de 90, s to
el signo -+ del doble Y, lo que indica que s comelacidn directa.

ras expresiones para 7

33 -7)
Neowa,

; % €, medias de los dos caracteres.

VST (NS 5h)

PROBLEMAS RESUELTOS

161 Sea la categoria de pruebas “lanzar dos dados sobre la mesa y ver la
suma de puntos conseguidos'. Establézcanse las tablas de valores y la repre
taciones de

ssen-
'y @ distriuciin, Lutgo, catclense
la media y la desviacion tipica de la distribucion.

T 5 < ¢ 7 s 5w

a6 e wse ne sy en s o W am %

L P
MEEIE iR % ow R
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=2:13643:2/36-+4:336 +... +12: 13
o=V 36+G=77-2B6+... (I 136=V356.

162. oCudl e la probabilidad de que al tire seis veces l aive una moneda
trucada (probabilidad de que salga cara, 1/4) se obtengan d

TT:Iise Tu

163, En la catogoria de prucbas del efercicio anterior, ccudl es la proba:
bilidad de que se obtengan no menos de dos ni mds de cinco caras?

S=(dos caras) U (tres caras) U (cuatro caras) U (cinco caras).
PS)=p(26)+P(30) +pldc) +p(50).

wo= 54 (')
wo=(3) () G+ )G
*(5)(%)‘(%) ()G

. 3, 4, 5, los siguientes valores ya calculados:
2966+0,1318+0,0330-+0,004=04658

G+
3

T —— i - m
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Distribuciones y poblaciones, Regresion linea. Correlacidn

164. Calcilense la media y la desviacion tipica de la distribucidn binomial
de los dos ejercicios anteriores.

misi ot vpE=yfeld

W2
p=nep= <y
165. Al verificar la calidad de produccidn de una serie de dos mil piezas,
las cuales llevan tres ras cada una, se han encontrado los siguientes de-
fectos:

Nimero de soldaduras defectuosas.
Nimero de piezas

12
844 840 281 35

Establézcase la distribucion binomial n’u:lmiu ales dala: resefiados y digase
qui nimero de piezas defectuosas de cada o los seies d
produccion.

La media de Ia distribucién es: ¥

17535,

I
Como la media de una distribucién binomial s y=n-p,
07535=3.p = p=025 = q=075

3 (2 ozsozs

It

iesto 1, porque la suma total de todos los términos es la proba-
iied de o seguro.

Delectos  Probabilidad  Nimero de piesas defectuosas
X n N

0 04219 2%
1 0219 22%
2 01406 150%
3 0156

166. Determinese la probabilidad de que la variable tome valores com-
‘prendidos entre 32 y 40, en una distribucion N(50,5).

En primer lugar, se tipifica la variable'x a z:

PO2<x SA0)=p(-36 <2< ~D=p-36<2<0)-p(-2<2< 0=
=04998-0,4772=0,0226
Valores tomados de la tabla de dreas de la distribucién normal.

167. En un curso de doscientos veinte alumnos, una prueba_objetiva de

curenta progunas ha dodo de media de aieios, ¥=22. y la desiain tiica
de Ia distribucit ha reultado 0" que I ucion. es
normal, y usando las categorias e couction dr[(n'ntl “insuficiente”,

“suficiente

i, “notable" y “sobresainte”, digse:

dintos almnos no

m
www.FreeLibros.me



. 4t Problemas resueltos

o legado ol suficiont; V). o calficacion que le corresponde a wn dunno que
onsiguid veintisiete aciertos.

e e w 2w o o 221822035 atumnos.
(> T
o il ) 27 aciertos es notable.

168. En cien partos de madres diabéticas se ha determmado el factor K
de 1a madre y of 7. del ecién nacido. Codificados 105 resuliados a mimeros rela-
{ivos 1 hecho el recuento, he aqui la tabla consegvida:

Factor +

S| |2 |- |o]r]2|s]efs]m

a2 s

-1 e 20

5[0 1| nofefe|s| |2] [
g

' i [1]e]2 0

2 [ s

|- | s [0 |20 ]n]n|n]o]2]1]m

Calcilense las rectas de regresion de y sobre x y de x sobre y.

Como las rectas de legrulén tienen por eeuacionss nommales lts qus ape-
recen en In pégina 270, se preparan l1as cotumnas de edlculo Ty, 34,
3, o,

oo+ H
5 5
< o[- [<[s] = 1
naR 3
N 28
HOB DR
o ol %
T, ez 2] @] o] ¢
3 o'o|’o|’5)o| |o o
& el el e
: 1|06« 1
i 5| %
2 2[ 0 2
P I 3 7 ) £ 2 A P
Feem [« s [aaao] o[ [20] e[ 5]
[ met [ [ [ [ o[ o[ [0] [melms|mo] =
= o [ar (<[ s[ o[ a]ve] To]o] 5
S . »
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Distibuciones  poblaciones, Regresin lineal. Correlacidn

+ el inferor es el producto nry

Sustituyendo los valores conseguidos :

Nota B mimro sperior de cada cala s I frscuencia de Ia clse it e
v e

Recta de regresion de y sobre x  Recta de regresién de x sobre y

1 —10=1005-+a(~11) I ~11=1005'+a(~10)

1 —1)+a-239 I 95=b(-10)+a"70
040 7=136
-0058 b=002

s, puss I recta de regresion de y so-
bre x tiene por ecuncion

4020058

e
v la de x sobre y es

y=078,-0014

Las dos rectas caleuladas son las que se
dibuja

169. Calcilese el coeficiente de correlacion de la regresion anterior, usan-

do las pendientes de las rectas.

[Ea _, /040
wp V0w

073

16.10. Compruébese el valor anterior, utilizando la férmula iiltima que se
orio tedrico, y usando los cdlculos tabulados en la tabla

escri

g

on fat
se prepard en el ejercicio 163
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DisTRIBUCION RiNOMIAL
0.4t (3)ptt — v

Problemas resueltos

distintos valores de p

v

o0 o o

om0 g7 o0

8% GH%  olow
o362

0500

o5 0w os o
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Distrbuciones y poblaciones. Regresion linea. Correlcidn

Aress limitadas en una curva mormal tipificada entre
oriaaden v

o e de lan ordensdar y lan
or disinios valore de

(De Sutisic, por M.
“Com;

pany. Nueva York, 1961)

R Snsost. Schavm Publahing

00000
00398
00793
o179
01554

01915
o258
02580
02881
03159

0313
0366
o
Gitor
oam

o2
21
oiae1
04893
o491

0453

4974
o581

04087
04990
04993
04995
04997

00040 00080
00838 00478
00832 00871
01217 01255
01592 01628

01950 0.1985
02291 02324
02612 02602
02910 02939
0316 03212

03438 03461
065

04207 04222
0435 04357
01463 0447

04564 04573
04649 04656
04719 04726

04778 04783
04826 04830
duet 04868
04896 04898
04920 04922

04540 04981
04955 04936
04966 04967
04975 04976
04982 04982

04987 04987

04591
04994
o095

i

04998 0,499
04998 04999
04999 04999
o oam

o012
o

abn
ol6et

03238

03485
03708
3

H

04082
04236
0470
oss2
04664
072

o048
o434

04925

o453
04557
04968
04577
04983

o088
0491
04994
04996

4997

04998
04999
04999
04999
x

o160
00557

0131
01700

02054
oz
0270
G
03264

o3
03925
04099
o251

04382

4495
04591
oden
04738

04793
04838
o7
04904
o027

odsts
04959
04969
0077
oont

“oamn2

00199 00239
00596 00636
00987 01026
01368 01406
01736 01772

o208 02123
02422 02454
02734 02764
03023 03051
03289 03315
03550

3770
03962
o431
04279

04394 04406
04505 04515
04599 04608
04678 04686
04744 04750

04758 04103
0842 04846
w78 o4us1
04906

04929

04960
om0
Giowa
oass.

04994
yt

04998 04998
04999 04999
04999 04999
aie oo
05000

o019
00675
01064
01443
o808

o5y
02486
02794

03078
om0

03577

3790
03980
04147
04292

e
04525
04616
04693
04756

o408
oass0
884

4911
04932

04509
04562
04572

979
04585

04589
04592
04995
04996
04997

04998
999

g
04999
05000

00319
004
01103
01480
ey
0219
02518
o023
03106
03365
03599
03810
03997
o462
04306
w2
04535
04625
0699
o761

oz

04934
04951
04963
04973
04580
04986
04990
04993
04995
0409
0,499

o

00359
00754
o1
01517
01w

02224
02549
03

2852
03133
03389

o036
03830
0i015
o177
e

oamt
04545

4633
04706
04767
o817
04857

890
04916
04936

04952

o049
‘999

05000
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Problemas propuestos

PROBLEMAS PROPUESTOS

J6IL S o cugri de pushes “evniar uia ik de damind 3 ver I8 o e
puntos conses: veintiocho de que consta el juego. Higase el cuadro de va-
lores y I mmmwﬂn it de e funlones de proveniidad s do Asbucin oo
rrespandient

612 Caledlense 1a media y la desviacién tpica de la distibucion del ejercicio
anterior.

1613, Ta robablicad de un susio A 4 04, 1Qub probabliad tay de coe ese
suceso se verifique tres veces en cinco ensayos

164, Qué probabilidad hay de que se obtengan al menos mueve caras, al lanzar
i vecs ua moneia bomogéaa a aice! Se sgere deermina previmente 14 rc
bilidad del suceso contrario?

1615, Hillese la probabilidad de que, al lanzar un dado cinco veces se obtenga:

S ismaamay

1616, En una fibrica de transistores de germanio el 1 por 100 de la produccion
@ dstetuom, Cul e I robabliad de que en un o e transeres T
alguno defectuoso?

. LQué proporcign cabe esperar de entre todas las familias con seis hilos, de
PO 8 vyl il

So e qu f 25 poe 100 do wn to d maws ol resns srods
T ong o louctc dieros, 200 qué
ool gimolisgodylasoyglodesadl ooy

. Ls robbibcad de aus o jurudr dn s 4 g o 8 e e e O
Si juegan seis oartidas en la temy cuil es 1a probabilidad de que A ga
Seri e oo o sanor ot e+ whe? (o s comidrs o smlde et

1620, En cien cultivos bacterioldgicas en los que se pretende controlar . posible
presencia simultdnea de cinco clases de bacterias, se han conseguido estos resultados:

nimero de clses de bacterizs % 0 1 2 3 4 5
nimero de cultivos Wm0 8 2 R N 8

Higase el ajuste de estas muestras a una distribucion binomial.

1621 En la distibucion N(14,3), calcdlense:
PE<A): px>7:  pESxSIS;  AI0Kx<1)

1622 I espesor del dieléctrico de una pieza condensadora de una produccidn en
serie oscila entre valores cuya media es 2,5 mm y cuya desviacidn tpica vale 0,05 mm.
Encuéntrese Ia probabilidad de hallar piezas de espesor comprendido entre 24 y 26 ma,

a
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Distribuciones y poblaciones. Regresin linea. Correlacidn v seen

A un grupo de doscientas personas se les pasa una prueba objetiva de selec-
it Comepis e . v g I e o de 6 pums o dewbsin i du
6 puntos. Supuesta .smwm ‘normal, diganse cudntos examinandos han consegtido
una nota inferior 2 70 py

Con los datos del ercicio anteror, decidanse cuintas personas han puntuado
ctre 03 50 Do

1635. im0 planteamiento anterior, encuéntrese a nota por debajo
de I 7 o 100 e o ramimando.

363 T darsemnns e vt be v fucl B penon dhsion on
para control de calidad quinientas determinado disefio y mide su espesor en
abiendo reilado os permibbaonicrahomst ool

el ajuste a una dist
b 0 1 b e g o' gt

Clase  Marca de Frecuen- Desviacio- area w
moxi case () cia (n) nes, % =% =

175 5

180 %

185 3

190 55
19251975 195
1975205 200 100
20252075 205 s
20752125 210 50
2152175 215 s
2175225 220 i
2225025 225 10

=500
V=500

8 - i e e 5
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i serie de cien sintesis de 5

Problemas propuestos

micrgramos de un compuest orgiic,

1n tmpeatne 3 aces () e o resciones han oo T s
e [ | e | om0 | e | m o
0| 2|9 s 7 o 7
0| 7 0| 7 7 2| o |2
a0 | s | o |7 7 7 0| s
o 7 | T s 5 5|0 |7
| 7 0|8 7 9 0 | n
0| o [ 7 7 7 0|7
w2 | -0 |5 5 7| | s
0| s 50 |12 H 2 0|
o 7 | 0|7 7 s ol 7
| 7 » |12 2 5 o7
|9 o |7 7 2| - |2
sl | o |5 7 7 0 |9
a0 |2 o | 1 s| -0 |7
W[ 9 [ -0 |9 7 7 0|7
0| s o |7 7 7 o | 7
ol | -0 |2 1 2| 9| o |5
o7 0 |8 H o 7 0 |7
0|5 [ 0|7 7| o) 5| -0 |7
0 (7 0 |7 E T 0 |n
0 | 7 0|7 12 0| 5 o7

Higase of recuento y dispéngase una tabla de doble entrada para tabular esos mi-

1629, Higase s

1628, Caletlense las rectas de regresién del ejercicio planteado en ¢l nimero an-

v pael milimerado 115 mm o sepresentacén de o recs de
regresién que se han calculado en el numero 28

1630, Calciese el coeficiente de correlacién de Ia distibucign que se viene ana-
lizando,

b
problema 16.10.

@ mediante las pendientes de las rectas de regresion;
kindo s eieos taulados, gt I 6nmla 3 1a que e haci reerenia en of

s
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APENDICE

Problemas diversos

1. Un tetraedro VABC tiene por base un tridngulo rectingulo en A. VB
e p:xpendlculzr al plano base. Las aristas AC, AB y VB miden, respectivamen-
te,3, 4y 5 cm. Sobre AB, y a una distancia BO=z cm, se toma un punto Q,
por el que s plano perpendicular a AB.

Calctilese, en funcién de la distancia x, el drea de la seccién producida en
d mmdm por este plano, asf como el valor de x que hace esa superficie md-

2. Determinese ¢l valor de la erivada de la funcién f(x) 7+l) + cuando

, siendo n ¢l nimero de mimeros de cinco cifras no repeti-
das que se pnzdzn escribir con los guarismos impares.

3. Sien +iy y ' +iy, la relacién 2"
(mnslnrm:nén entre los afijos de los complejos.

a) Establézcanse las ecuaciones de la transformacién.

b) Analicese la clase de transformacién

) Encuéntrese la figura transformada de Ja conica y*=x(1—z).
 sinita congsdo de 5

4. Hillese el valor de j mx-+n)' dz, con los siguientes datos :

", define en el plano una

280 o o= ——
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Apéndice

= le permutaciones sin repeticion que pucden hacerse con las
Teras e o paabes, RETNA, - pudien Faer don consonamten

consecutivas;
4

n s el valor que satisface la ecuacion zr:o
i

ies tal que x'—x+3xHi=zFl

e los supervivientes de una muna  de dete il hombres, of 265656,
por 100 wo a3 o 363509567 Hillese ¢l nimero d
muertos en la batalla.

6. Dibijese la grifica de la funcion y=x-¢'%, fijando su cuadro de valores.

7. Dedizeanse los clementos descriptivos de las cénicas siguientes:

1) 20-2my byt 28y 421=0; ) F+y-duytr—y—6=0.

8. Determineose el centro y radio de la esera que tiene su centro e la
X+t 121

recta x=y=z, y corta ortogonalmente a las esferas

Pyt
Dada una circunferencia de didmetro AB=2R, por el extremo B se
2 angerte 3 por el apuseo, 4, w secante caakuiera que corta & Ia cir

cunferen a dicha tangente en D. Sobre la cuerda AC se lleva la dis-
s CD=AE, P (s iy o foga geométrico de los puntos

10. Apoyindoee en el concepto de inegral definids, calediense:

n hm(n,+ 2 lim m (it )

Indicacion: tomese en el primero f(x)=z, y en el segundo, g(x)=rr
ambas en [0, 1].

1L Siendo z=1+, sea el cuadrilétero ABCD, cuyos vértices son los afijos
de Jas cuatro primeras'potencias naturales de = Caleilense su perimetro y su

l+x

12 Dadoslos plitomios AG)=s'~45t4 552 y Bjms'—3e4 38 —3x k,
determinese el valor de k para que el m; in divisor de
Sopout pad. Hesiasin oy e cat mbsime ot B, s 1

0 1o ceros de ambos polinomios.

13. Siendo O el origen de coordenadas, sobre cada punto A del plano se
construyen tridngulos equiliteros, igualmente orientados, OAA'. Fijese la trans.
{ormacitn seométrica que produce las imdgenes A" segin el anteror critrio.

, hillese el lugar geométrico de los puntos A™ correspondientes a los

beess

4. Colocadas en orden alfabético todas las permutaciones abcdefg. se
desea saber el lugar que ocupa la permutacion ¢ gad b fe.

15, La diferencia d los dos dltimos términos de una progresibn geométrica
e 448, y la diferencia de sus logaritmos en base 32 es 1/5. Calcdlese ¢l nimero
3 terminos y su razén, siendo.7 el primero,

21
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Apéndice

16 Formese a pormutacién que ocupa o lugar 340 ence todas las que se
pueden formar con las cifras 1, 2, 3, 4, 5, 6
17 S sabe que s un cieto valor de . una rfz d I ccuacion o' ~32°+
+20+6=0 e5 i, Hillense las otras dos
18 Un polinomio de segundo grado p(x) s tal que pO=4; C-D=0; pro-
dividirlo por x~2 T hikoe de aud poltioms
= tata y dibijese I grdica de la toncicn 4= Do Estidionse 1 doraiio ¥ ro.
corrido de la funcién g(x)=th.
ce uns etcls de nteseciones equiditanes y ortogonles entre
los sicte hilos verticales a,b,¢.,e,/, g y los siete horizontales 1,2,3,4,5,6,7.
Calelese ¢l nimero de Comints Qniin de teme ogpiud gt ovde ks
b1 al

mnndzﬁn en el plano todos los tridngulos PAB con dos vértices
l'))m B 20,0y B-1.0) Siendo G el baricentro de cada wno do esos riingy
s, hilles a. Gansiormacién £, tl que HP)e
2o+, ouil & 1 lugar seorméurico ds &7
Hillese la ecluué de I crcunterenia tangente 2 1a. recta 35 —4y+
, concéntrica con la circunferencia i+ 4z

ando P es un punto de la

22 Se sabe que el coci 4L o5 un polinomio p(e). Determinese

te
G—
¢l polinomio divdendo. Represéntese la ncien y=p(a) y caleilese el drea li-
=0.

+1

@ Disciitase y resuélvase en los casos de compatibilidad.

1 Fiise k paa que ls ccusiones del sisema representen rectas parlelas
¥ para que representen rectas perpen

Las rectas  y s pasan por el origen y forman dngulos de +30° y —30°,

respectivamente, con la bisectriz del primero y tercer cuadrantes. Escribanse sus
ecuaciones y determinese el drea del tridngulo que forman con Ia recta x-+y=1.

25. Sabiendo que log 3=0477121, calctilese el log A, siendo

ass|iifirrn
2. Calcilense Iss dos races (cuyo producto es —15) de la ecuacion
log "
] 5=40
Tog 6= 2%
Habindo perdido n jupdor e I primers o 3 jogs
otras cinco manos mds, do la apuesta en cada una. Si pcrdxb rodzs, .sal—
ey 2000 © perdtS dncro?

28, Dedizcase ol témino que tiene mayor cosfciente de desamollo de
(”*T)

Constriyase un trdngulo dados: 1) m., ms, Ci 2 m m i 3) 29,
ol e gt

ES
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[REE——— Apéndice

30. Constriyase un cuadrilitero dados.
1) las diagonales, ¢l dngulo que forman 3 dos dngulos opuestos;
2 ente y las dos diagonales;
3) los cuatro lados y el éngulo formado por dos opuestos.
31 Constriyase un cuadrado circunserito a un cuadrildtero dado.

Sobre Ia circunferencia #+5=9 se mueve el punto P. Siendo A(~3,0)
 BG,0), N ¢l punto medio de BP y M ¢l punto medio de AN, encuéntrese ¢l
lugar geométrico de M.

I, Sean los compleos z=x-+iy y =x4iy/: y n relacitn & Esti-
e o o o 4 oo, e o
e csamreon Focgs i s wansoemada ae 1 o 2 T

&5
5

3. a1 (22" oo pE2" i d . i =
~, y 1, @ 11, q.... progresién aritmética.

35, Un tetraedro regular de 25 cm de aisa es hueco y le ala una cara.
Se coloca de modo que o vértice opuesto 1 Gara gue fala s¢ spoya on l sue-

10y se echa 1 litro de agua. Se piden: la altura a la que llega el agua y ¢l vo-
lumen de la parte va

o s et s Il .3 b o o o e e o0

05 que formen con los de 45", obteniéndose asf un cuerpo cuyas
ot ateais opuestas s trapecos 3 (HTgIos, remtados ¢n 14 A supe:
ior por una linea recta. Calcdlense su drea total y su volumen.

37. Dados tres nimeros g, b, cn progresién geomélrica, si se aumenta b
fando o, invariabies s obtine na progresin aritméticn. S de estos
e itimos nimeros slo-vara . aumentdndole en 6%, s btiene wna geomé:

trica. Caldlense 105 tés nimeros 4. b
38, Racionalfcese la expresin:

V-1

39. ¥, se establece la correspondencia =3z
wou mnxlcmznén ok frm pon o ahjos de los complejos atﬁ..g la corres.
pondencia anterior? Si el afifo de = pertencce a la curva 2-+1—2y=0, ;oudl
45"l igar geometico de ai, de £7 Digase a relacién de dreas d los recintos
limitados por Jas dos curvas homdlogas en la_transforms

Constriyanse las circunferencias tangentes a los dos lados de un dngulo
¥ que pasan por un punto interior al mismo.

41. Dada la funcién y=] + determinese :

) Puntos de corte con el cie de abscses.

b) Calcilese su derivada hasta su expresién mis

«©) Hagase la representacion gréfica de la funcién derivada conseguida.
2. Siendo Amx'—5P-3—5c— y BEy=P—d-95—4, resuthvase o

sstema AG)
Sistema g )=o)

THeosx
cos

. calculando el méximo comin divisor de A(x) y B@).

Y
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3. Resuélvanse las ecuaciones:

b) log VIzFa+log3=

45, Un operario de una cadena de fabricacin en serie cobra 900 pesetas/dia.
Ademis, en concepto de primas, se le abonan 50 pesetas por el primer cen-
tenar de piezas manipuladas; 100 pesetas por el segundo; 150 pesetas por el
tercero, y ast sucesivamente. Trabajando a destajo, a un productor se I pagan
300 gesetas por ¢l primer centenar; 400 por el segundo, 500 pesetas por el ter-
cero, etc.

Exprésese ol joml del primer obrero, en pesetasi en funcén d:\ ni-

es de piezas manipuladas. Higase ¢l mismo cdlculo para cl
b s desajo CLciese o mimert de Pcoss e i, manipulado ame
bos el dia que han salido por el mismo jornal.

46, Demuéstrese que: n(n+2)(5n—1) (n+1)=24 si n€Z; y si m es un
4.

nimero primo ditito de 2 y 3 => ni=
47, Demuéstrense por induccién 1as siguientes cxpresiones
1) 14345+ +(2n—=1)=
i L n
B N R
nin+1)

) (424 +nP=14+24+3 4+ 5
1

A PP D Gnk])
lados de un tridngulo estin en progresin aritmética, y la suma
i cdracod e 116 Sableado-que' i perimetza e 18 e, e pie?

1) qué tipo
2 Sodos s elemenios desriptivos: alturs, modianas, bisctrices v las
dreas del tridngulo y de sus circunferencias circunserita, inscrita y exi

Siendo m—n=k, jusifiquense que son equivalentes (7 demuéstrense)
Jos siguientes expresiones

(M= e (24620
(=P D R (77
50, Prudhese que tode lo témings de la sucesion que resilta ol nterclac
simétricamente ¢l niimero 48 en el término precedente, partiendo de 49,
cuadrados perfectos.

5L Se da ol triinglo ABC. Encuéntsse un punt P, interioral mismo, de
manera que los triéngulos PAB, PAC y PBC tengan

20
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52 Sea C la circunferencia de centro en el origen y radio 2. Considérense
los punos A20) v B0 Siendo FEC, se construye o, parelogamo

ABOP, Determinese o luga geométrico de @ cutndo. P recorre s ccunioren
cis. Hilles también ol luar geomético del G e diagonales de
1os’paralelograme

. Sean las simetrias centrales de cent;
fiquese que PETI, siendo (s, 5« 50 (P)
Determinese.

0(0,0); AR,0) y B(5,3). Justi
1 punto medio de PP es fijo.

L base de un prisma secto e un tidaulo rectinglo de perimetro
12 dm, con o ndon progresicn aritmética. La altura del prisma tiene doble
longitud que of Iado mayor de T bas. illese Jas dimensiones del prisma, Su
drea y su volumen.

55. El menor dngulo de un pentdgono convexo es recto; los demis estin
con él en progresion aritmética. Hallense las medidas de sus cinco dngulos.

56. Calcilese el limite de la suma

(3+5+ +i+l+ H(arggr )t
ot Frr g )
57. Calcilese

s+ 32) 2002
58. Slbi:ndo’qn::

donde,
+VETE,  w=Ars
Demuéstrese:
o
D cose i seno=

24
2 cmix—léwx -20 cos® x+5 cos x
AN "o g

sen 2 tsen 3 psen T pen 201y

59. Pruébese que todo m..g...sm puro 2/ [z/=1 es de la form

(A#nEN)

60. Obténgase en forma bindmica las siguientes expresiones :
8 143+

9 G PR o

6L Resuélvanse:
D 24 detis
4) cosz=3; 5)

3) senx=2;

25
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62 Si los afjos de los complejos 2, 2 2 z, forman un cuadsilitero, pruébe-
se que es paralelogramo <> 77747

63. Pruébese que: (zi-2) (n-2) (Bi-2) (B-Z)=a€R.

64. Un segmento de longitud constante 2r resbala, apoyando sus extremos
sobre los ejes de coordenadas. Encuéntrese el lugar geométrico de su punto
medio.

Un cuadrado de | cm de lado s tase de uns peimide, wa G cuyss
ristas terales,perpendicua o cvadrai b, mide .

s, paselamene a el e cora 13 ks o e o st
producida sobre ¢l plano de I base. De &sta manera s0 consgue un prisma del
Guc se He su drea otal, &n funcon de =, Determinese, ademds, o valor de %,
para el que esa drea total es mixima.

superficie lateral de un barrl de altura 12 dm se puede considerar
Sogride po el g el dl i marr e 1 o L e e s
Determinee ' capacdad G 5o Dol o0 o

57. Resuélvanse los sistemas :

@ Very=2 ]
(x+y)-3=6"
=y
6. Resuélvanse las siguientes ecuaciones:

20 logx=log2+2:logx—3); 31 S45=
Pley Mo Rt t A e
70 42D 21638

. Un vétice de un mm\m es el punto M(6,5) y su centro es ¢l C(4,3). Si
el lado fide V10 m, calcilens
) Coondenadas do s vétos; | B) Eemacioes de o lnds;
B} del rombo; ) Area del circulo inscrito.

70 Dado el baz de recas ey
0 Log dos rayos que pasan por o punto Pl ~3)
) La tangente del dngulo que forman las dos rectas del haz que pasan por
el punto Q(1,5).

a

Dada a ciremteraca (=244~ 1=0, bllese n cuscén de s i
s homaréica de lla con cenro en un punto de absisa 8, especto
pripsssptengct 4wkl

72 Simbolizando Vi las variaciones sin repetiién m-arias e n elemen-
tos, ansllcese s sucesit de mimeos: Vs Vi

Separs a sums de 108  primerc & términos de 1a sucesion ante-
Pl st b bl e 1S5S,

1 ol confnto A={a, con i=1,23,..,12. Fémese un conjto
BCA, send ard (D7, eom 4 igntes coratcroticas: o) o€ B 3 v By
DBy agh; GGy aED: B @G DY @ED),

26
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Diganse culntos subconjuntos B, distnts. puden obenerse en cada uso de
Ios cuatro aparta

74, Un polinomio p(x) es tal que p(~2)=
t0 de la division de p( 5).
Estidiese y represéntese la funcion dada por el divisor ensayado, y calcdlese
el drea limitada por esa funcion y la recta 2v—y+5=0,

1y p(5)=15. Digase cudl es el res-

75. Resuéivase a ecuacin ax'+2-
a=expresién decimal de 0, 1,
s de s cting e s yvoden cmay

con los guarismos 0,0,0,3,4,4,5 s
e=cocficiente que hace incompatible el sistema 37

) en la que:

76. Caleilese A= 1/%. 1/ /L

w
s en la progresién geométrica de a,=1458 y
esto de la division (¢—x+22):(x+2).

77. las coordenadas del vértice V(m,n) de la pardbola
nen dadas por los nomeradores de 1as dos fracciones de denominadores lincales

en que se descompone la expresién — % L2 . Determnese y represéntese la

st
Gonica de que se trata, Luego, justiiquese que es nulo el determinante
% p -1
12 3
SeaIa funcin y-axbakcr 2. Se sabe que sus cosficientes son -

gitos naturales, y que f(~1), /(0. (1) y /(2) dan el mismo resto Ririos por 5.
Beterminese a uncion y eatclse < votamen de 1a figira que resula al girar
alrededor del eje de abscisas el drea limitada por ella, las ordenadas correspon-
dientes a x=21 y ¢l propio eje de abscisas.

Sobre A(LD) poa cada punto P, de plano, se consewyen widogulen
d +60°, Determinese por s

Cuando P recorre el eje de ordenadas, ;cuil es el lugar geométrico de P'?
Descompdngase el movimiento en producto de dos simetrias axiales, siendo
la primera la que tiene por eje el de abscisas.

80. La altura y radio bisico de un cono de revolucién miden, respectiva-
mente, 4 cm y 3 cm. Considérense la superficie esférica, S, determinada por €l
vertice, V, y 1a circunferencia base. Una homotecia directa de centro V y razén 2,
transforma §
la distancia de V a que corta S al efe del cono,
Hillese 1a distancia  1a aue an plane parlelo @ 1a base ha de cortar al cono
para dividir el drea lateral en dos partes

81 Considérese un tetracdro regular de arista a. truye el poliedro
copt istes s 1o tenres de 1 es dl etvacar. Jumbguen o abioon

%7
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siidos son homotéticos y fene el centao y rasén de o homotecia que 105 re-
laciona. Luego calcilese el volumen del segundo cuerpo, en funcion de
Sea el dodecaedro regular de arista a. Hallese:
@ o lor ol dldr qus lorman dos caras contiuas:
b) radio de la esfera inscrita al poliedr
¢) drea total y volumen del dodecac zdvo.

8. Sea la semicircunterencia positiva de centro C(1,0) y radio 1 Desde un
pumto P, de shects 5 varahle sobes 1 semiciounlers razan
culare al eje de abscisas, PM, ¥ a Ia tangente 2 1a oerva €n ¢l punto 4, dia-
mctnlmmu Srsorto sl Grigen,
e o o S @ vokugs V. 4 cuse 4 enclocidn a8 o
sum al giar cl dres OPNA, svededor del efe OX;
ese como varia la fur

n) analicese como varfa la funcién siguiente : v
x43 x43 w43
84 Seala funcién y=| 1 2
2 1 e
Hllense :
2)" puntos de corte con o e de shiciss;
2)  ecuacién de la tangente 3 la curva e los puntos hallados;

&) ' que Setermintn . cures, . ingente'y f se O

%, 1a paralela al eje de or-

85. Calailese el drea limitada por la curva y
denadas por la abscisa de su minimo y el eje OX.

n manuiacturado st formado por dos pieza, a y b- Se estima cn un
0650 por 100 Ia probabiidad de que salgs detectuosa a pieza & ¥ en un 05 po

o0 de que aparesen slgin astecta on 1 b Determiness 1a probabilidad de
que ¢l manuiacturado no presente defecto de fabricacion.

El espesor 46 n dieécrico de una pieza fabricada n seic el catre
valores de 245 T, presentando una desviacion tipica de 001 mm, se.
gl una distribucion normal; 7En aué proporcidn cabe esperar picias de espe-
sores comprendidos entre 23 y 24 m

clase con treinta y cinco alumnos, todos nacidos el aiio 1960,
determinese 1a probabilidad de encontrar, al menos, dos compareros que hayan
nacido el mismo dia.

89, Se estima que en un poblacidn de un determinado diptero amazénico,
el 25 por 100 de insectos presentan élitros. Si se toma un elevado nimero d
Tucstias de scis dipteros de e espece, 7eudl & 1a probabiidad de encontrar
muestras de mds de tres individuos sin @litros?

90. Dos tiradores olimpicos de idéntica calidad se enfrentan en siete tiradas
de una competicién que da vencedor al primero que alcance cuatro puntos, se-
gin ¢ siguiente baremo: en cada tirada se adjudica un punto al mayor mimero
de dianas; en caso de empate se repite a tirads.

A ha superado al B en la segunda tirada, y el B lo ha hecho en
a primera 3 tarcera. {Cul ¢ la probabiliad de que rewite vencedor el pri-
mero?

28
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